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AVERTISSEMENT. 


Celte  neuvième  édition  de  la  Statique  est ,  à 

quelques  lignes  près  ajoutées  (pages  482-485), 

entièrement  conforme  à  l'édition  précédente. 

Mais  celle-ci  avait  reçu  trois  additions  notables, 

qu'il  est  bon  de  rappeler  dans  cet  Avertissement. 

La  première  est  formée  de  quelques  alinéa 

qu'on  a  joints  à  l'article  68  de  la  Composition 

générale  des  forces.  On  y  démontre,  en  passant, 

la  position  et  les  propriétés  de  cet  axe  central 

où  se  fait  la  réduction  la  plus  simple  de  toutes 

les   forces  du  système  :  théorèmes  faciles  qui 

achèvent  naturellement  cet  article  général,  et 

complètent  ainsi  le  chapitre  des  Principes  y  où 

l'on  peut  dire  que  tout  le  fond  de  notre  théorie 

se  trouve  aujourd'hui  renfermé. 

La  seconde  addition  consiste  dans  la  Note  II, 
relative  au  Mémoire  sur  \ Equilibre  et  le  mouve- 
ment des  Systèmes.  Elle  a  pour  objet  la  démons- 
tration approfondie  d'un  point  important  de 
doctrine ,  qui  n'était  présenté,  dans  le  Méitioire, 
que  comme  un  corollaire  tiré  d'un  raisonnement 
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assez  délicat,  et  sur  lequel  il  pouvait  rester  da 
lesprit  quelque  nuage. 

La  troisième,  en6n,  est  une  addition  consic 
rable  que  plusieurs  personnes  nous  ont  prié 
faire  à  cet  Ouvrage,  C'est  une  analyse  de  noi 
Théorie  nouvelle  de  la  Rotation  des  corps  :  ar 
lyse  rapide,  il  est  vrai,  dégagée  de  calculs  et 
démonsstrations  de  détail,  mais   où  la  cba 
des  idées  et  des  raisonnements  se  fait  part< 
sentir,  et  qui ,  par  cela  même ,  est  égalem 
propre    à  intéresser  et  à  instruire   de    jeu 
géomètres,  en  exerçant  leur  esprit  sur  une 
questions  les  plus  célèbres  et  les  plus  diffic 
de  la  Dynamique. 
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ÉLÉMENTS 

DE  STATIQUE. 

PRÉLIMINAIRE. 

1. 

1.  L'idée  que  nous  avons  des  corps  est  telle, 
que  nous  ne  supposons  pas  qu'ils  aient  besoin 
de  mouvement  pour  exister.  Ainsi,  quoiqu'il 
n'y  ait  peut-être  pas  dans  Tunivers  une  seule 
molécule  qui  jouisse  d'un  repos  absolu,  même 
dans  un  temps  limité  très-court,  nous  n'en  con- 
cevons pas  moins  clairement  qu'un  corps  peut 
exister  en  repos. 

Mais  si  ce  corps  est  une  fois  en  repos,  il  y 
demeurera  toujours,  à  moins  qu'une  cause 
étrangère  ne  vienne  l'en  tirer;  car,  comme  le 
mouvement  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  une 
certaine  direction ,  il  n'y  aura  pas  de  raison 
pour  que  le  corps  se  meuve  d'un  côté  plutôt 
que  de  tout  autre;  et,  par  conséquent,  il  ne  se 
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mouvra  point.  Donc ,  si  un  corps  en  repos  vient 
à  se  mouvoir,  on  peut  être  assuré  que  ce  n'est 
qu'en  vertu  d  une  cause  étrangère  qui  agit  sur 
lui.  Cette  cause,  quelle  qu'elle  soit,  qui  ne  nous 
est  connue  que  par  ses  effets,  nous  l'appelons 
force  ou  puissance. 

La  force  est  donc  une  cause  quelconque  de 
mouvement. 

II. 

2.  Sans  connaître  la  force  en  elle-même,  nous 
concevons  encore  très-clairement  qu'elle  agit 
suivant  une  certaine  direction ,  et  avec  une  cer- 
taine intensité. 

Nous  acquérons  presque  en  naissant  Fidée 
de  la  direction  de  la  force  et  de  son  intensité. 
Le  sentiment  de  la  pesanteur  qui  nous  sollicite 
toujours  du  même  côté,  la  vue  d'un  corps  qui 
tombe  ou  qui  reste  suspendu  au  bout  d'un  fil , 
la  différence  des  poids  que  la  main  éprouve,  et 
une  foule  d'autres  phénomènes  aussi  simples, 
nous  donnent  une  idée  de  la  direction  et  de 
l'intensité  de  la  force,  aussi  incontestable  que 
celle  de  notre  existence. 

Ainsi,  nous  regarderons  comme  évident  que 
toute  force  agit  au  point  où  elle  est  appliquée  ^ 
suivant  une  certaine  direction  et  avec  une  certaine 
intensité. 
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III. 

5.  Maintenant,  si  nous  représentons  les  di- 
rections des  forces  par  des  lignes  droites,  et 
leurs  intensités  par  des  longueurs  proportion- 
nelles prises  sur  ces  lignes,  ou  par  des  nombres , 
il  est  clair  que  les  forces  pourront  être  soumises 
au  calcul  comme  toutes  les  autres  grandeurs  ; 
et  de  là  résulte  ce  problème  général,  dont  la 
solution  est  lobjet  de  la  Mécanique  : 

IJn  corps  ou  système  quelconque  de  corps  étant 
sollicité  par  de  certaines  forces  données,  trouver  le 
mouvement  que  ce  corps  prendra  dans  l'espace. 

Et ,  réciproquement  ;  Quelles  doivent  être  les 
relations  des  forces  qui  agissent  sur  un  ^stème, 
pour  que  ce  système  prenne  dans  l'espace  un  mou- 
vement  donné;  ce  qui  est,  au  fond,  la  même 
question  que  la  précédente. 

4.  Pour  résoudre  ce  problème  général,  ou 
commence  par  résoudre  ce  cas  particulier  où 
Ion  demanderait  quelles  doivent  être  les  rela- 
tions des  forces,  pour  que  le  système  auquel 
elles  sont  appliquées  prenne  un  mouvement 
égal  à  zéro ,  c'est-à-dire  demeure  en  équilibre. 
Ce  problème  une  fois  résolu,  il  est  très-facile 
d'y  ramener  Tautre;  et  voilà  pourquoi  on  com- 
mence ordinairement  l'étude  de  la  Mécanique 
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par  celle  de  la  Statique,  qu'on  définit  la  scieti 
de  r équilibre  des  farces. 

I/autre  partie  de  la  Mécanique  traite  ensu 
de  toutes  les  questions   qui  se  rapportent 
mouvement  des   corps  ;   elle  s'appelle    Djn 
inique,  ou  science  du  mouvement.  Mais  ne 
ne  nous  occuperons  ici  que  de  la  science 
Téquilibre. 

IV. 

5.  Remarquez  d  abord  que  dans  la  Statii 
proprement  dite ,  il  n'est  pas  nécessaire  de  c 
naître  l'effet  actuel  des  forces  sur  la  matie 
c'est-à-dire  les  divers  mouvements  qu'elles  i 
capables  de  lui  imprimer,  eu  égard  à  leurs 
tensités  et  à  leurs  directions;  mais  qu'il  si 
de  considérer  les  forces  comme  de  simples  g 
deurs  homogènes,  et,  par  conséquent ,  con: 
râbles,  et  d'assigner  les  rapports  qui  doi 
exister  entre   elles  pour  qu'elles  se  détrui 
mutuellement.  Ijorsque  l'on  passe  de  la  the 
de  l'équilibre  à  celle  du  mouvement,  il  fau 
nouveaux  principes  sur  l'évaluation  des  for 
car,  ne  calculant  plus  alors  que  leurs  effet 
faut  savoir  les  y  rapporter  :  estimer,  par  ei 
pie ,  si  une  force  double  produit  sur  le  rc 
corps  une  vitesse  double,  ou  si  la  même  fc 
appliquée  à  un  corps  de  masse  double ,  pn 
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une  vitesse  deux  fois  moindre,  etc.  Mais  ici, 
quelle  que  soit  l'action  des  forces  sur  les  corps, 
que  les  forces  soient  proportionnelles  ou  uon  à 
leurs  effets  sensibles,  les  vérités  que  nous  allons 
exposer  nen  subsisteront  pas  moins,  parce  que 
ces  vérités  résultent  de  la  seule  présence  actuelle 
de  plusieurs  forces  qui  n'obtiennent  aucun  effet, 
mais  qui  se  détruisent  avec  évidence  :  de  sorte 
que  l'état  d'équilibre  des  corps  reste  comme  un 
moment  singulier  de  l'état  de  mouvement,  où  la 
mesure  des  forces  par  leurs  effets,  et  leurs  effets 
mêmes  ont  disparu. 

6.  Rigoureusement  parlant ,  un  corps  en 
équilibre  est  dans  le  même  état  que  s'il  était  en 
repos;  car  l'effet  des  forces  étant  anéanti  pour 
toujours,  ou  s'anéantissant  à  chaque  instant, 
si  les  forces  sont  sans  cesse  renaissantes,  tout 
corps  en  équilibre  est  actuellement  capable  de 
se  mouvoir  en  vertu  d'une  certaine  force  don- 
née, absolument  comme  il  se  serait  mû  en 
vertu  de  la  même  force,  sll  eût  été  en  repos. 
Cependant  on  peut  distinguer  l'équilibre  d'avec 
le  repos,  en  ce  que,  dans  le  second  cas,  le  corps 
n'est  sollicité  par  aucune  force,  au  lieu  que, 
dans  l'autre,  il  est  sollicité  par  des  forces  qui 
s'entre-délruisent. 

Cette  distinction,   qui    est   nulle  dans  IVlal 
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rigoureux  des    choses,  devient  sensible  da 
les  équilibres  que  la  nature  nous  offre  :  presq 
aucun  corps  nest  exactement  en  équilibre; 
lorsqu'il  nous   parait    dans  cette  situation, 
existe  néanmoins  entre  les  forces  qui  le  solli 
tent  une  lutte  perpétuelle  qui  le  fait  osciller 
finiment  peu,  et  le  ramène  continuellemen 
une  position  unique  qull  abandonne  toujou 
Mais,   dans  la  solution  mathématique  des  p 
blêmes,  on  doit  regarder  un  corps  en  équiti 
comme  s  il  était  en  repos;  et,  réciproqueme 
si  un  corps  est  en  repos,  ou  sollicité  par  desfot 
quelconques,  on  peut  lui  supposer  appliquées  tt 
nouvelles  forces  quon  voudra,  qui  soient  en  éc 
libre  d'elles-mêmes,  et  l'état  du  corps  ne  sera  p< 
changé. 

On  verra  bientôt  de  nombreuses  applicati 
de  cette  remarque. 

V. 

7.  Ces  notions  préliminaires  étant  pose 
voyons  comment  on  peut  procéder  à  la 
cherche  des  conditions  de  l'équilibre  pour 
système  quelconque  de  corps,  de  figure  ij 
riable,  sollicité  par  des  forces  quelconque? 
Q,  R ,  S,  etc. ,  appliquées  en  des  points  donne 
fe,  c ,  c/ ,  etc. ,  du  système. 

On  supposera  d  abord  que  tous  les  corps 
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sans  pesanteur,  cest-à-dire  tels  qu'ils  seraient 
s'ils  existaient  seuls  dans  l'espace;  de  sorte  qu'il 
n'y  aura  plus  à  considérer  que  les  efforts  des 
seules  forces  appliquées  P,  Q,  R,  S,  etc.,  qui 
devront  se  contre-balancer  mutuellement  dans 
Je  cas  de  l'équilibre. 

Ensuite  il  est  facile  de  voir  qu'il  suffira  de 
trouver  les  conditions  de  l'équilibre  pour  le 
simple  système  des  points  d'application  a,  6, 
c,  dj  etc.,  regardés  comme  un  assemblage  de 
points  liés  entre  eux  d'une  manière  invariable. 

En  effet,  si  l'on  désigne  par  a\  b\  c\  d\  etc. , 
les  mêmes  points  a^  b,  c^  d^  etc.,  du  système, 
mais  considérés  seulement  comme  des  points 
unis  par  des  lignes  droites,  rigides  et  inexten»- 
sibles  ;  et  si  l'on  suppose  que  les  forces  P,  Q , 
R,  S,  etc.,  les  maintiennent  en  équilibre,  il 
est  évident  que  les  mêmes  forcesP,Q,R,S,  etc., 
maintiendront  aussi  le  système  en  équilibre. 
Car  on  pourrait  imaginer  que  le  système  a  été 
placé  sur  les  points  a',  6',  c',  c/',  etc.,  de  ma- 
nière que  les  points  a,  6,  c,  c/,  etc. ,  coïncident 
actuellement  avec  eux.  Le  système  étant  laissé 
en  repos  dans  cette  situation,  l'équilibre  des 
points  a',  6',  c',  rf',  etc.,  ne  sera  point  troublé. 
Mais  il  est  clair  que  l'équilibre  subsisterait  en- 
core, si,  au  lieu  de  supposer  les  points  a  et  a', 
b  cl  //,  c  et  0',  etc. ,  coïncidents,  on  les  suppo- 
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sait  unis  d  une  manière  invincible ,  de  sorte  qu 
ne  pût  se  séparer  de  a',  b  de  6',  c  de  c',  et  ai 
des  autres;  doù  il  résulte  que  les  conditions 
l'équilibre  entre  des  forces  P,  Q,  R,  S,  et 
appliquées  à  un  système  quelconque  de  cor 
sont  les  mêmes  conditions  qui  auraient  1 
entre  les  mêmes  forces  P,  Q,  R,  S,  etc.,  ap| 
quées  au  simple  système  des  points  d'appli 
tion  a,  6,  c,  rf,  etc. ,  liés  entre  eux  d'une  mani 
invariable. 

Ainsi,  lorsque  Ton  cherchera  les  relations 
certaines  forces  qui  se  font  équihbre  autour  c 
système  quelconque  solide,  on  pourra  faire  i 
traction  de  tous  les  corps  du  système ,  et  s 
poser  qu'il  ne  reste  plus  queues  points  d'ap 
cation  a,  6,  c ,  c^,  etc. ,  qu'on  imaginera  liés  e 
eux  de  manière  à  ne  pouvoir  changer  leurs 
tances  mutuelles. 

D'après  ces  considérations,  on  dégage 
problème  et  le  poids  et  le  volume  des  corpî 
la  question  devient  plus  simple. 

Par  la  suite,  nous  rendrons  aux  corps 
pesanteur,  et  nous  aurons  égard  à  leurs  p 
respectifs,  comme  à  de  nouvelles  forces  i 
faudrait  combiner  avec  les  autres ,  pour  a 
l'équilibre.  Nous  pourrons,  de  cette  mani 
appliquer  les  résultats  de  la  Statique  à  Vé 
libre  des  corps  naturels  qui  sont  tous  pesan 
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VI. 

8.  Maintenant,  puisqu'il  ne  reste  plus  à  con- 
sidérer dans  l'équilibre  des  forces  que  trois 
choses,  savoir  :  leurs  intensités,  leurs  direc- 
tions et  leurs  points  d  application ,  il  est  visible 
que  les  conditions  de  l'équilibre  ne  sont  autre 
chose  que  les  relations  mutuelles  qui  doivent 
exister  entre  ces  trois  choses ,  pour  que  l'équi- 
libre ait  lieu  dans  le  système.  Or  on  peut  déjà 
comprendre ,  et  l'on  verra  bientôt  que  ces  re- 
lations peuvent  être  exprimées  par  des  équa- 
tions où  l'on  ferait  entrer  immédiatement  les 
intensités  des  forces,  leurs  directions,  au  moyeîi 
des  angles  qu'elles  forment  avec  des  droites 
fixes  dans  l'espace,  et  leurs  points  d'application , 
au  moyen  des  coordonnées  qui  en  déterminent 
les  positions  respectives. 

C'est  ainsi  qu'on  peut  se  faire  une  idée  du 
problème  de  la  Statique ,  et  se  mettre  au  fait  de 
Tétat  de  la  question. 

Mais  on  pourra  observer  que ,  dans  tout  ce 
que  nous  venons  de  dire,  il  ne  s'agit  que  d'un 
corps  libre  dans  Fespace,  tandis  que  l'on  con- 
çoit bien  qu'un  corps  pourrait  être  assujetti  à 
de  certaines  conditions,  comme ,  par  exemple , 
de  tourner  autour  d'un  point  ou  d'un  axe  fixe , 
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de  s'appuyer  constamment  sur  une  surface  in 
pénélrable ,  etc.  Mais  on  verra  par  la  suite  qi 
les  résistances  qu'un  corps  éprouve  à  cause  d 
conditions  étrangères  qui  Fassujettissent ,  pe 
vent  toujours  être  remplacées  par  des  for( 
convenables,  et  qu après  cette  substitution 
forces  à  la  place  des  résistances ,  le  corps  pc 
être  regardé  comme  libre  dans  l'espace  :  ains 
était  inutile  de  compliquer  au  commencemi 
la  question. 

Vil. 

9.  Pour  découvrir  actuellement  la  route 
peut  nous  conduire  aux  conditions  de  ïéi 
libre,  représentons-nous  un  corps  ou  syst< 
tenu  en  équilibre  par  des  forces  quelconc 
P,  Q,  R,  S,  etc.,  dirigées  comme  on  voi 
dans  l'espace. 

Puisque  toutes  ces  forces  se  font  équili' 
on  voit  que  l'une  quelconque  d'entre  elles 
force  P  par  exemple,  s'oppose  seule  à  lai 
de  toutes  les  autres  Q,  R,  S,  etc.  ;  d'où  il  p 
que  l'effet  de  ces  dernières  est  de  sollicit 
système  absolument  comiiie  une  simple  l 
égale  et  contraire  à  la  force  P. 

C'est,  en  effet,  ce  qui  a  lieu,  et  ce  qu'on 
porter  à  la  dernière  évidence  au  moyen  • 
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remarque  précédente  (6),  et  de  cet  axiome, 
que  deux  forces  égales  et  opposées  se  font  né- 
cessairement équilibre  (12). 

Car  supposons  que  Ton  applique  au  système 
une  force  P'  parfaitement  égale  et  contraire  à 
la  force  P.  Les  forces  P  et  P'  étant  en  équilibre , 
leur  effet  est  nul  de  lui-même,  et  Ton  peut  re- 
garder le  corps  comme  n  étant  plus  soumis  qu  à 
Faction  des  forces  Q,  R,  S,  etc.  Mais,  d'un 
autre  côté ,  la  force  P  faisant  équilibre  aux 
forces  Q,  R,  S,  etc.,  leur  effet  est  aussi  nul 
de  lui-même,  et  Ion  peut  regarder  le  corps 
comme  n'étant  plus  soumis  qua  Faction  de 
la  simple  force  P'.  L'état  du  corps  est  donc 
identiquement  le  même,  soit  qu'on  le  sup- 
pose sollicité  par  les  forces  Q,  R,  S,  etc.,  soit 
qu'on  le  suppose  sollicité  par  la  seule  force  P' 
égale  et  contraire  à  celle  qui  leur  ferait  équi- 
libre. 

Donc,  puisqu'il  peut  arriver  qu'une  seule 
force  soit  capable  de  produire  sur  un  corps  le 
même  effet  que  plusieurs,  et  eu  tienne  parfai- 
tement lieu,  notre  premier  soin  doit  être  de 
chercher  à  réduire  les  forces  appliquées  au  plus 
petit  nombre  possible,  et  d'observer  surtout  la 
loi  de  cette  réduction.  Alors  les  conditions  de 
l'équilibre  entre  toutes  les  forces  se  ramèneront 
aux  conditions  de  l'équilibre  entre  ces  forces 
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finales  équivalentes  aux  premières,  et  dévie 
dront  plus  faciles  à  exprimer. 

10.  Cette  force,  qui  est  capable  de  produ 
sur  un  corps  le  même  effet  que  plusieurs  aut 
forces  combinées  9  et  qui  peut  à  elle  seule 
tenir  parfaitement  lieu,  se  nomme  leurrés 
tante.  D'où  Ion  voit,  en  rappelant  ce  qui  a 
dit  plus  haut,  que  si  plusieurs  forces  se  font 
tuellement  équilibre  sur  un  corps,  l'une  quelcon< 
([entre  elles  est  égale  et  directement  opposée  à 
résultante  de  toutes  les  autres. 

Les  autres  forces ,  à  l'égard  de  la  résultar 
se  nomment  les  composantes.  La  loi  d'après 
quelle  on  trouve  la  résultante  de  plusieurs  foi 
se  nomme  la  composition  des  forces.  La  même 
(mais  prise  dans  l'ordre  in  verse),  d'après  laqu 
on  substitue  à  une  seule  plusieurs  forces  ca 
blés  du  même  effet,  ou  dont  la  première  se 
la  résultante,  se  nomme  la  décomposition 
forces. 

N<3us  allons  donc  commencer  par  ces  c 
recherches ,  qui ,  au  fond ,  n'en  forment  qu 
seule,  celle  de  la  loi  qui  lie  la  résultante  i 
composantes. 

H,  Souvent,  pour  abréger  le  discours 
appellerons/orces/7rtra//é/es,  des  forces  d 
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directions  sont  parallèles;  forces  concourantes  y 
des  forces  dont  les  directions  concourent,  etc. 

Nous  désignerons  ordinairement  les  forces 
par  les  lettres  P,  Q,  R,  S,  etc.,  placées  sur  les 
lignes  qui  représentent  leurs  directions;  et  si 
une  lettre,  telle  que  A,  indique  le  point  d'ap- 
plication dune  force,  telle  que  P  par  exemple, 
nous  supposerons  toujours  que  Faction  de  cette 
force  a  lieu  de  A  vers  la  lettre  P,  ou  que  la  force 
lire  de  A  en  P, 

Si,  pour  représenter  la  quantité  de  cette 
force,  on  prend ,  sur  sa  direction,  et  à  partir  du 
point  A,  une  certaine  ligne  terminée  AB,  on 
supposera  de  même  que  cette  ligne  est  portée 
du  côté  où  le  point  d'application  A  tend  à  se 
mouvoir.  Ainsi,  quand  on  dira  simplement 
d'une  force ,  qu'elle  est  représentée  en  grandeur 
et  en  direction  par  uue  certaine  ligne  terminée 
qui  part  du  point  d'application,  il  faudra  sous- 
entendre  que  la  force  lire  ce  point  vers  lex- 
trémité  de  la  ligne  qui  la  représente. 

On  pourrait  adopter  Thypothèse  contraire, 
c'est-à-dire  supposer  que  la  force  représentée 
par  la  ligne  AB  pousse  le  point  d'application  A 
pour  l'éloigner  de  l'extrémité  B  de  la  ligne  qui 
la  représente  :  car  il  ne  s'agit  ici  que  d'une 
simple  convention  dont  on  est  le  maître,  et  l'on 
peut  faire  indifféremment  Tune  ou  l'autre.  Mais 
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une  fois  qu^elle  est  faite,  il  faut  avoir  soin  < 
s  y  conformer  dans  la  figure,  pour  toutes  J 
forces  que  l'on  considère ,  afin  de  donner 
chacune  d'elles  le  sens  qu  elle  doit  avoir ,  et 
l'énoncé  du  théorème  toute  son  exactitude. 
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CHAPITRE  PREMIER. 
DES  PRINCIPES. 


SECTION  PREMIÈRE. 


COMPOSITION    ET    DÉCOMPOSITION   DES    FORCES. 


axiomes,  lemmes  préliminaires,  etc. 

12.  Il  est  évident  que  deux  forces  égales  et 
contraires  appliquées  à  un  même  point  sont  en 
équilibre. 

Il  est  encore  évident  que  deux  forces  égales 
et  contraires  appliquées  aux  extrémités  d'une 
droite  considérée  comme  une  verge  invariable  de 
longueur^  et  agissantes  dans  la  direction  de  cette 
droite  y  sont  en  équilibre;  car  il  n  y  a  pas  de  raison 
pour  que  le  mouvement  naisse  d'un  côté  plutôt 
que  de  l'autre ,  comme  dans  le  premier  axiome. 
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Corollaire. 

15.  Il  est  facile  de  conclure  de  là  que  Teff 
d  une  force  qui  sollicite  un  corps  ne  peut  et 
changé  en  quelque  point  de  sa  direction  quV 
la  suppose  appliquée ,  pourvu  que  ce  poi 
soit  un  des  points  du  corps  lui-même,  ou,  j 
est  au  dehors  ^  qu'il  lui  soit  invariahleme 
attaché. 
Fig.  I.  Car,  soit  une  force  quelconque  P  (fig.  i)  a 
pliquée  au  point  A  d'un  corps  ou  système  que 
conque  :  si  Ion  prend,  sur  la  direction  de  cet 
force ,  un  autre  point  B  invariablement  lié  . 
système,  de  manière  que  la  longueur  AB  res 
toujours  constante ,  et  si  Ion  applique  au  poi 
B  deux  forces  P',  —  P'  égales  entre  elles  et  à 
force  P,  et  agissantes  dans  la  direction  de  A] 
le  point  A  sera  encore  sollicité  de  la  même  m 
nière  qu'auparavant;  carTeffet  des  deux  for< 
P'  et  —  P'  est  nul  de  lui-même.  Mais  en  con 
dérant  la  force  P  et  son  égale  et  contraire  — 
appliquée  en  B,  il  est  manifeste  que  leur  ef 
est  aussi  nul.  On  peut  donc  les  supprimer,  e1 
ne  reste  plus  que  la  force  P',  qui  n'est  au 
chose  que  la  force  P,  mais  appliquée  au  point 
de  sa  direction  ;  et  le  point  A  n'a  pas  cessé  d'ê 
solhcité  de  la  même  manière. 
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On  peut  donc  appliquer  une  force  en  un  point 
quelconque  de  sa  direction,  pourvu  que  ce  point 
soit  lié  au  premier  point  d'application  par  une 
ligne  droite  rigide  et  inextensible. 

Remarque. 

Lorsque  nous  changerons  ainsi  les  points  d  ap- 
plication des  forces,  nous  ne  répéterons  pas  tou- 
jours que  Ton  doit  supposer  les  nouveaux  points 
invariablement  attachés  aux  premiers,  mais  il 
faudra  toujours  le  sous-entendre. 

Lemme. 

14.  Lorsque  deux  forces  P  et  Q  {fig.  a  )  sont  Fig.  !». 
appliquées  à  un  même  point  A  sous  un  angle 
quelconque,  on  conçoit  bien  qu'une  troisième 
force  R ,  appliquée  convenablement  au  point  A , 
pourrait  faire  équilibre  aux  deux  forces  P  et  Q; 
car,  en  vertu  des  efforts  combinés  des  deux 
forces  P  et  Q ,  le  point  A  tend  à  quitter  le  lieu 
où  il  est  :  or,  il  ne  peut  s  échapper  que  d'un  seul 
côté ,  et ,  par  conséquent ,  si  Ton  applique  une 
force  convenable  en  sens  contraire,  ce  point 
demeurera  en  équilibre. 

Les  trois  forces  P,  Q,  R,  étant  en  équilibre 
autour  du  point  A ,  la  force  R  est  égale  et 
directement  opposée  à  la  résultante  des  deux 
autres  (10)  :  donc  deux  forces  P  et  Q  qui  con- 
courent ont  une  résultante. 

Statique  P.  2 
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Eu  second  lieu ,  il  est  visible  que  cette  rés 
tante  doit  être  dans  le  plan  de  leurs  directe 
Fig.  3.  AP,  AQ{  fig.  3)  ;  car  il  n  y  a  pas  de  raison  pi 
qu  elle  ait  au-dessus  du  plan  une  certaine  p< 
tion,  plutôt  que  la  position  parfaitement  syi 
trique  au-dessous. 

De  plus,  elle  doit  être  dirigée  dans  Tac 
PAQ  des  deux  forces;  car  il  est  clair  qw 
point  A  ne  peut  se  mouvoir  dans  la  partie 
plan  qui  est  au-dessus  de  la  ligne  AQ ,  vers 
de  même,  il  ne  peut  se  mouvoir  au-dessus 
la  ligne  AP,  vers  B;  et,  par  conséquent,  i! 
pourra  se  mouvoir  que  dans  langle  PAQ;  < 
résultante  R  devra  être  dirigée  dans  Tinter 
de  cet  angle. 

Remarque. 

15.  Il  n'y  a  qu  un  seul  cas  où  l'on  puisse 
à  priori  quelle  sera  la  direction  de  la  r^ 
tante  :  c'est  celui  où  les  deux  forces  P  et  Q 
égales.  Alors  il  est  clair  que  la  résultante  d 
en  deux  également  langle  qu'elles  forment  i 
elles;  car  il  n'y  a  pas  de  raison  pour  que 
résultante  fasse  avec  l'une  des  composante 
angle  plus  petit  qu'avec  l'autre. 

Axiome  fondamental. 

16.  Lorsque  les  deux  forces  P  et  Q  ag 
dans  la  même  direction  et  dans  le  même  sens. 
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visible  y  et  l'on  doit  accorder  comme  un  axiome, 
que  ces  forces  s  ajoutent  et  donnent  une  résultante 
égale  à  leur  somme  P  -f-  Q. 

Remarque. 

Cet  axiome  est  le  fondement  de  toute  la 
science  de  l'équilibre.  On  peut  le  regarder,  si 
Ton  veut,  comme  une  espèce  de  définition,  ou 
de  demande,  qu'il  ne  faut  pas  essayer  de  dé- 
montrer; car  elle  est  comprise  dans  Tidée  même 
de  la  force  considérée  comme  grandeur,  c'est- 
à-dire  comme  susceptible  d'être  augmentée  ou 
diminuée.  Et,  en  effet,  quelle  idée  pourrait-on 
se  faire,  par  exemple,  d'une  force  double  ou 
triple  d'une  autre,  si  l'on  ne  regardait  cette 
force  comme  la  réunion  actuelle  de  deux  ou  de 
trois  forces  égales  qui  tirent  à  la  fois  le  même 
point  dans  le  même  sens?  C'est  ce  qui  a  été  natu- 
rellement sous-entendu  dans  tout  ce  qui  précède. 
Au  reste,  ce  postula tum  est  le  seul  que  la  science 
exige;  après  quoi  tous  les  théorèmes  de  la  Sta- 
tique rationnelle  ne  sont  plus,  au  fond,  que  des 
théorèmes  de  Géométrie. 

Corollaire. 

17.  De  Taxiome  qui  précède  on  peut  conclure 
(en  combinant  successivement  les  forces  deux  à 
deux)  que  la  résultante  de  tant  de  forces  que  l'on 
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voudra ,  qui  agissent  dans  une  même  direct! 
et  dans  le  même  sens,  est  égale  à  leur  somi 
totale,  et  agit  dans  la  même  direction  ; 

Que  lorsque  deux  forces  inégales  P  et 
agissent  en  sens  contraires  dans  une  même  < 
rection ,  leur  résultante  est  égale  à  la  différei 
P  —  Q  des  forces,  et  qu'elle  agit  dans  le  sens 
la  plus  grande;  car  on  peut  concevoir  danî 
plus  grande,  que  je  suppose  P  par  exemple,  i 
force  égale  et  contraire  à  Q,  et  qui  la  détri 
On  peut  supprimer  ces  deux  forces-là,  et  le  pc 
est  actuellement  tiré  par  la  différence  P  —  Q 
deux  forces  P  et  Q. 

D'où  Ion  voit  qu'en  général ,  la  résultant 
tant  de  forces  que  ion  voudra ,  agissantes  dar 
même  direction ,  est  égale  à  l'excès  de  la  son 
de  celles  qui  tirent  dans  un  sens,  sur  la  somm 
celles  qui  tirent  dans  le  sens  contraire,  et  qu'elle 
dans  le  sens  de  la  plu&  grande  somme. 

Remarque. 

18.  Telles  sont  quelques-unes  L\e^  prof 
tions  les  plus  élémentaires,  dont  on  déco 
la  vérité  à  priori,  et  presque  à  la  premièn 
spection.  Le  cas  le  plus  simple  de  la  conij 
tion  des  forces,  et  en  même  temps  celui  où 
connaît  tout  d'un  coup  la  résultante,  est 
demment  le  cas  des  forces  qui  agissent 
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une  uiéme  dirc^cliou.  Nous  allons  donc  com« 
mencer  la  composition  des  forces  par  colles  qui 
s'y  ramènent  immédiatement. 

Composition  des  Jbrces  qui  agissent  sui- 
iui/it  des  directions  parallèles. 

Théorème  I. 

19.  Si  deux  forces  quelconques  P  et  Q  (fig.  4)  >  ^^s  4- 
parallèles  et  de  même  sens,  sont  a/ypliquées  aux 
extrémités  A  e/  B  d'une  droite  rigide  AB^je  dis  : 

I®.  Que  ces  deux  forces  ont  une  résultante,  et 
que  cette  résultante  doit  être  appliquée  à  la  ligne  AB 
entre  les  deux  points  A  etB; 

2°.  Que  cette  force  est  parallèle  aux  compo- 
santes V  etQ^  et  égale  à  leur  somme. 

ï°.  Appli(|uez  à  volonté  aux  deux  points  A 
et  B  deux  forces  M  et  N  égales  et  contraires ,  et 
qui  agissent  dans  la  direction  AB.  Fi  effet  de  ces 
deux  forces  sera  nul,  et,  par  conséquent,  Teffel 
des  deux  forces  P  et  Q  ne  sera  pas  changé  : 
mais  les  deux  forces  M  et  P  appliquées  en  A 
ont  une  résultante  S  appliquée  au  point  A ,  et 
dirigée  dans  langle  MAP  (14).  De  même,  les 
deux  forces  N  et  Q  ont  une  résultante  T,  appli- 
<]uée  en  B  et  dirigée?  dans  raii{;lc  NBQ.  Concevez 
qu'on  ait  pris  ces  deux  résnhaiiles,  er  qu'on  les 
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ait  appliquées  toutes  deux  au  point  D  où  le] 
directions  vont  nécessairement  se  couper; 
résultante  des  deux  forces  S  et  T  sera  abso 
ment  là  même  que  celle  des  deux  forces  P  et 
or,  étant  appliquée  en  D,  et  devant  être 
rîgée  dans  l'angle  ADB,  elle  ira  passer  entr 
et  B,  en  un  certain  point  G,  où  Ton  pourn 
supposer  appliquée. 

2^  Maintenant ,   pour  démontrer  que  c« 
résultante  est  parallèle  aux  forces  P  et  Q. 
égale  à  leur  somme,  imaginons  qu'au  poin 
on  redécompose  la  force  S  en  deux  com 
santés  M'  et  P',  parfaitement  égales  et  parall 
aux  premières  M  et  P;  de  même,  qu'on  rc 
compose  la  force  T  en  deux  composantes 
et  Q',  parfaitement  égales  et  parallèles  aux 
^mières  N  et  Q.  fjes  deux  forces  M'  et  N'  se 
égales;  de  plus,  elles  seront  directement 
posées,  puisque,  appliquées  à  un  même  poir 
elles  sont  parallèles  à  une  même  droite  MN 
par  conséquent,  leur  effet  sera  absolument 
Il  ne  restera  donc  que  les  deux  forces  P'  el 
respectivement  égales  et  parallèles  aux  fc 
P  et  Q.  Or,  ces  deux  forces  étant  évidemi 
dans  une  même  direction ,  s(î  composeror 
une  seule  H,  égale  à   leur  somme  F*'4-Ç 
P  4-  Q.  Ce  qu'il  fallait  démonivcr. 
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Corollaire  I. 

20.  Si  les  deux  forces  P  et  Q  [Jicj.  5)  sont  Fig.  5. 
égales  entre  elles,  le  point  G  d application  de 

la  résultante  sera  au  milieu  de  la  ligne  AB.  Pre- 
nons, en  effet,  les  deux  forces  M  et  N  dont  on 
est  maître,  égales  aux  forces  P  et  Q,  La  résul- 
tante S  des  deux  forces  égales  M  et  P  divisera 
en  deux  également  langle  MAP  (iS);  et  à  cause 
de  DG  parallèle  à  la  ligne  AP,  le  triangle  AGD 
sera  isocèle.  Par  une  raison  toute  semblable,  le 
triangle  BGD  sera  isocèle;  et  Ton  aura,  dune 
part ,  AG  =  CD ,  et ,  de  l'autre ,  GU  =  GB  :  d'où 
AG  =  GB. 

Corollaire  II. 

21.  Il  résulte  de  là,  que  la  résultante  de  tant 
de  forces  parallèles  qu'on  voudra,  égales  deux 
à  deux,  et  appliquées  symétriquement  à  des 
distances  égales  du  milieu  d'une  même  droite, 
est  égale  à  la  somme  de  toutes  ces  forces,  leur 
est  parallèle,  et  passe  par  le  milieu  de  la  droite 
d'application.  Car,  en  combinant  successive- 
ment deux  à  deux  les  forces  égales  placées  de 
part  et  d'autre  à  des  dislances  égales  du  milieu 
de  la  ligne  droite,  leurs  résultantes  successives 
passeront  toutes  par  ce  même  point ,  et  s  ajou- 
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teront  ensuite,  comme  étant  de  même  sens 

de  même  direction. 

22.  Et,  réciproquement,  on  pourra  décon 
poser  toute  force  P  appliquée  à  une  ligne  en  ta 
d  autres  forces  parallèles  qu'on  voudra ,  appi 
quées  à  différents  points  de  cette  ligne,  pour 
que  ces  forces,  deux  à  deux,  soient  égales 
égales  distances  du  point  d'application  de 
force  P,  et  que  leur  somme  totale  soit  égale 
cette  même  force. 

Théorème  II. 

?ig  6.  23.  Le  point  C  (  fig.  6)  d'application  de  la  i 
sultante  de  deux  forces  parallèles  P  etQqui  agisst 
aux  extrémités  A  etB  d'une  droite  inflexible  A 
partage  cette  dwite  dans  la  raison  réciproque  di 
àQ]de sorte  que  Von  a  P  :  Q  :  :  BC  !  AB. 

Supposons  d  abord   que  les   forces  P  et 
soient  commensurables,  c  est-à-dire  soient  en? 
elles  comme  deux  nombres  entiers  m  et  n. 

Divisons  AB  au  point  H  en  deux  parties  din 
tement  proportionnelles  aux  deux  forces  P  et  < 
de  manière  qu  on  ait  AH  :  BH  1 1  P  !  Q ,  et ,  f 
conséquent,  \\m\n.  Sur  le  prolongement 
la  ligne  inflexible  AB ,  prenons  AG  =  AH 
BK  =  BH.  Le  point  A  sera  le  milieu  de  GH, 
le  point  B  le  milieu  de  HK. 
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Cela  posé,  puisque  les  forces  P  et  Q  sont 
entre  elles  comme  les  lignes  AH  etBH,  elles 
seront  aussi  entre  elles  comme  les  mêmes  lignes 
doublées,  c'est-à-dire  comme  les  lignes  GH 
et  HK.  Et  comme  il  y  a,  par  hypothèse,  dans 
la  ligne  AH,  m  mesures  telles  que  BH  en  con- 
tient n,  il  y  aura  a  m  mesures  dans  GH,  et 
an  mesures  égales  dans  HK.  Or  on  peut  dé- 
composer la  force  P  en  2  m  forces  égales  et  pa- 
rallèles, appliquées  aux  2  m  points  milieux  des 
communes  mesures  de  la  ligne  GH  (22);  et  la 
force  Q  en  an  forces  parallèles,  égales  entre 
elles  et  aux  premières ,  appliquées  aux  2n  points 
milieux  des  communes  mesures  de  la  ligne  HK. 
Maintenant  toutes  ces  forces  égales,  étant  équi- 
distantes,  se  trouveront  placées  deux  à  deux 
à  égales  distances  du  milieu  G  de  la  ligne  en- 
tière GK,  et,  par  conséquent,  leur  résultante 
générale,  qui  est  celle  des  deux  forces  P  et  Q, 
passera  nécessairement  par  le  milieu  de  la  li- 
gne GR. 

Mais  à  cause  de  GC  =  AG ,  il  vient ,  en  retran- 
cbtint  la  partie  commune  AG,  BG  =  AG  =  AH; 
et  en  ajoutant  de  part  et  d  autre  GH,  AG  =  BH, 
Donc  puisque  Ion  a  P  :  Q  :  :  AH  :  BH ,  on  a  aussi  : 

P:Q::BG:  AG. 

Supposons,  ri\   second   li<;u ,    (|ue    les  deux 
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forces  P  et  Q  ne  soient  pas  commensurabi 
Je  remarque  d  abord  que  si  la  résultante 

Fig-  7  deux  forces  quelconques  P  et  Q  (^fig,  7)  apf 
quées  aux  points  A  et  B,  tombe  en  G,  la  rés 

■  tante  de  la  force  P  et  d'une  force  Q-hI> 

tombera  entre  le  point  Ç  et  le  point  B;  c\ 
à-dire  que  le  point  d  application  de  la  résulta 
s'approchera  du  point  d'application  de  la  co 
posante  qui  aura  augmenté.  En  effet,  pour  ti 
ver  la  résultante  des  deux  composantes  F 
Q  +  I,  on  peut  prendre  d'abord  la  résults 
R  de  P  et  Q,  qui  passe  au  point  G,  par  hy 
thèse,  et  ensuite  celle  de  R  et  de  I,  don 
point  d'application  sera  entre  G  et  B  (  19). 
Maintenant,  si  la  résultante  des  deux  fo 

Fig.  8.  incommensurables  P  et  Q  [fig.  8)  ne  passe 
au  point  G,  qui  est  tel  qu'on  a  P  :  Q  :  :  BC  : 
elle  passera  en  un  autre  point  situé  entre 
G,  ou  entre  G  et  B.  Supposons  que  ce  soit  f 
entre  A  et  G.  Partagez  la  ligne  AB  en  pa 
égales  toutes  plus  petites  que  GG,  il  y  aui 
moins  un  point  de  division  entre  G  et  G.  S 
ce  point  :  les  deux  lignes  AI  et  Bl  seront  < 
mensurables,  et  le  point  I  pourra  être  cons 
comme  le  point  d'application  de  la  résul 
de  deux  forces  P  et  Q'  qui  seraient  telles  \ 
aurait  P  :  Q'  :  :  Bl  :  Al ,   ce   qui  dimne  Q 
(  puisqu'on  a,  par  hypothèse ,  P  *.  Q  !  :  BC  ! 
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Mais  la  résultante  des  deux  forces  P  et  Q'  pas- 
sant en  1,  celle  des  deux  forces  P  et  Q  >  Q' 
passera  entre  I  et  B,  et  ne  pourra  tomber  en  G, 
contre  Thypothèse. 

On  ferait  voir  absolument  de  la  même  ma- 
nière qu'elle  ne  peut  tomber  entre  G  et  B;  et, 
par  conséquent,  elle  passe  nécessairement  en  G. 

Corollaire  I. 

24.  Lorsque  trois  forces  parallèles  P,  Q,  R 
{fig.  9)  sont  en  équilibre  sur  une  ligne  AB,  lune  Fig.  9. 
d'entre  elles  est  égale  et  directement  opposée  à 

la  résultante  des  deux  autres.  Ainsi  la  force  Q, 
par  exemple,  prise  en  sens  contraire,  est  la  ré- 
sultante des  deux  forces  P  et  R.  Gomme  les 
deux  forces  P  et  Q  tirent  dans  le  même  sens, 
la  force  R  est  égale  à  P-f-Q,  et,  par  consé- 
quent ,  Q  =  R  —  P;  d'où  il  suit  que  la  résultante 
de  deux  forces  parallèles  qui  agissent  en  sens 
contraires  est  égale  à  leur  différence,  et  tire  du 
même  côté  que  la  plus  grande. 

25.  Les  deux  forces  P  et  R  étant  données, 
ainsi  que  la  distance  AG  qui  sépare  leurs  points 
d'application,  si  Ton  demande  le  point  d  ap- 
plication de  la  résultante  Q,  on  fera  cette  pro- 
portion, P:Q::BG:AG;  d'où  Pon  tireP-+-Q: 
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Q  :  :  BC  H-  AG  :  AC ,  c'est-à-dii  e  R  :  Q  :  :  AB  :  A( 
proportion  qui  fera  connaître  AB ,  et,  par  coi 
séquent,  le  point  B. 

Corollaire  II. 

2(5.  Supposons  que  les  deux  forces  P  et 
soient  é(;ales,  la  résultante  Q  sera  zéro ,  et  la  di 
tance  AB  de  son  point  d'application  sera,  par 

proportion  ci-dessus,  — ^ 9  c'est-à-dire  infini 

Si  les  deux  forces  P  et  R ,  au  lieu  d  être  ég 
les,  différaient  d'une  quantité  très-petite, 
résultante  Q ,  qui  est  égale  à  cette  différenc 

serait  très-petite ,  et  la  distance  AB  =  — -^ 

serait  très-grande,  à  cause  du  dénominateur 
très-petit  :  ainsi ,  plus  les  deux  forces  sappr 
cbent  lie  l'égalité,  plus  la  résultante  diniipu 
et  plus  la  distance  du  point  où  elle  est  app 
quée  augmente.  De  sorte  que ,  lorsque  les  de 
forces  deviennent  parfaitement  égales,  1^  1 
sultante  est  nulle,  et  la  distance  du  point  da 
plication  infinie;  ce  qui  parait  annoncer  qi 
n'y  a  plus  alors  de  résultante,  ou,  en  tern 
plus  clairs,  qu'on  ne  peut  pas  trouver  actu< 
lement  une  force  unique  qui  fasse  équilih 
à  deux  forces  égales ,  parallèles  et  de  s€ 
opposés. 
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27.  Mais,  pour  ne  laisser  aucun  nuage  sur 
cette  dernière  conséquence,  imaginons,  s'il  est 
possible,  qu'une  force  unique  R  fasse  équilibre 
aux  deux  forces  P  et  —  P,  parfaitement  égales, 
parallèles  et  contraires. 

D'abord,  quelle  que  soit  la  position  de  cette 
force  unique  à  l'égard  des  deux  proposées,  on 
lui  trouvera  sur-le-champ,  dans  un  sens  con- 
traire, une  autre  position  toute  semblable  à 
l'égard  des  mêmes  forces;  car  tout  est  égal  de 
part  et  d'autre.  Si  donc  une  force  R  fait  équi- 
libre aux  deux  forces  P  et  —  P,  il  y  a  une  autre 
force  —  R  égale,  parallèle  et  de  sens  opposé, 
qui  leur  ferait  aussi  équilibre.  Ajoutez  cette 
seconde  force  — -R;  et  pour  ne  rien  changer, 
détruisez-la  immédiatement  par  une  force  R' 
égale  et  contraire.  Il  y  aura  donc  équilibre  entre 
les  cinq  forces  R ,  P,  —  P>  —  R  et  R'.  Mais  il  y 
a  équilibre  entre  les  trois  forces  P,  —  P  et  —  R  : 
donc  il  y  aurait  équilibre  entre  les  deux  forces 
restantes  R  et  R';  ce  qui  est  impossible,  puisque 
ces  deux  forces  égales  et  parallèles  agissent  dans 
le  même  sens  (19). 

Ainsi  les  deux  forces  P  et  -—  P  ne  peuvent 
être  tenues  pn  équilibre  par  aucune  simple  force, 
et,  par  conséquent,  elles  n'ont  point  de  résul- 
tante unique. 

Nous  reviendrons  bientôt  sur  ces  sortes  de 
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forces ,  dont  la  considération ,  qui  n  avait  pai 
jusqu'ici  que  comme  un  cas  singulier,  fera 
seconde  partie  essentielle  de  nos  Éléments. 

Corollaire  III. 

28.  De  même  que  Ion  compose  en  une  set 
deux  forces  parallèles  qui  agissent  à  des  poii 
donnés  dune  ligne,  on  peut  aussi  décompoi 
une  force  quelconque  R  [fig.  6),  appliqué< 
un  point  G  d'une  droite   inflexible,  en  de 
autres  P  et  Q  qui  lui  soient  parallèles,  et  < 
agissent  en  des  points  donnés  A  et  B  de  ce 
droite.  Il  ne  s'agit  pour  cela  que  de  partagei 
force  R  en  deux  autres  qui  soient  entre  e 
dans  le  rapport  des  distances  BG  et  AG;  et  p( 
trouver  la  force  Q  par  exemple,  on  se  sen 
de  la  proportion  R  !  Q 1 1 AB  :  AG ,  dans  laqu- 
il  n'y  a  que  Q  d'inconnue.  La  force  P  sera  éf 
à  R-Q. 

Si  le  point  G  d'application  de  la  force 
Fig.' 10.  {fi9'  lo)  qu'on  veut  décomposer  ne  tomi 
pas  entre  A  et  B ,  points  d'application  dor 
des  composantes  P  et  Q  que  Fou  cherche, 
aurait  de  même  la  proportion  R:Q::AB:. 
qui  ferait  connaître  la  force  Q;  mais  la  fore 
serait  égale  à  R  -4-  Q. 
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Corollaire  IV. 

29.  Quand  on  sait  déterminer  la  résultante 
de  deux  forces  parallèles,  on  peut  facilement 
trouver  celle  de  tant  de  forces  parallèlesqu^on 
voudra  9  appliquées  aux  différents  points  d'un 
système  quelconque  de  figure  invariable. 

Soient,  par  exemple,  les  quatre  forces  paral- 
lèles P,  P',  P",  P"'  [fig.  Il),  appliquées  respec-  Fig.  n. 
tivement  aux  quatre  points  A,  B,  C,  D,  situés 
d  une  manière  quelconque  dans  lespace,  et  liés 
entre  eux  d'une  manière  invariable.  En  consi- 
dérant ces  forces  deux  à  deux,  elles  sont  situées 
dans  un  même  plan.  Ainsi  Ion  peut  prendre 
d  abord  la  résultante  X  des  deux  forces  P  et  P'; 
elle  sera  égale  à  leur  somme  P  -i-  P',  et  passera 
en  un  point  I  de  la  ligne  AB,  qu'on  trouvera 
en  divisant  AB  dans  la  raison  inverse  de  P  à  P'. 
La  résultante  X  étant  ainsi  déterminée,  on 
joindra  le  point  I  où  elle  agit,  au  point  G  de  la 
troisième  force  P".  Les  deux  forces  X  et  P" 
étant  parallèles,  on  en  prendra  la  résultante  X', 
comme  nous  avons  fait  tout  à  Tlieure  :  cette 
résultante  sera  égale  à  leur  somme  X  -i-  P",  et 
le  point  F  où  elle  devra  être  appliquée  se  trou- 
vera en  divisant  la  droite  CI,  dans  la  raison  ré- 
ciproque de  X  à  P''.  Joignant  enfin  le  point  F  au 
point  D  d  application  de  la  quatrième  force  P'% 
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•et  divisant  la  droite  FD  en  deux  parties  récipro- 
quement proportionnelles  aux  forces  X'  et  P% 
on  aura  le  point  G  d  application  de  la  résul- 
tante générale  R,  qui  sera  parallèle  aux  deux 
forces  X'  et  P'",  et,  par  conséquent,  à  toutes 
les  composantes;  égale  à  leur  somme  X'-h  P*', 
et  y  par  conséquent,  à  la  somme  de  toutes  les 
composantes. 

Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire 
s'étend  manifestement  à  un  nombre  quelconque 
de  forces  parallèles. 

Si  parmi  les  forces  P,  P',  P",  etc.,  les  unes 
agissaient  dans  un  sens  ^  les  autres  dans  le  sens 
contraire,  on  commencerait  par  prendre  la  ré- 
sultante de  toutes  celles  qui  agissent  dans  le 
même  sens,  on  chercherait  ensuite  la  résultante 
de  celles  qui  agissent  dans  le  sens  contraire;  et 
toutes  les  forces  étant  alors  réduites  à  deux 
forces  parallèles  et  de  sens  contraires,  on  en 
trouverait  la  résultante  par  ce  que  nous  avons 
dit  plus  haut. 

30.  On  peut  donc,  en  général,  déterminer 
la  position  et  la  quantité  de  la  résultante  de  tant 
de  forces  parallèles  qu'on  voudra:  cette  résul- 
tante sera  parallèle  aux  forces,  et  égale  à  l'excès 
de  la  somme  de  celtes  qui  tirent  dans  un  sens,  sur 
la  somme  de  celles  qui  tirent  dans  le  sens  contraire. 
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J  ai  dit  en  général,  parce  qu'il  peut  arriver 
que  la  résultante  des  forces  qui  tirent  dans  un 
sens  soit  parfaitement  égale  à  la  résultante  de 
celles  qui  tirent  dans  le  sens  contraire ,  sans  lui 
être  directement  opposée  ;  et  alors  il  n'y  a  pas 
de  résultante  unique ,  comme  nous  lavons  vu 
plus  haut. 

Corollaire  V. 

31.  Supposons  que  les  quatre  forces  P,  P', 
P",  P"*,  sans  changer  de  grandeur,  sans  cesser 
d  être  parallèles  et  de  passer  aux  mêmes  points 
respectifs  A,  B,  C,  D,  viennent  à  prendre  les 
positions  p^  p\  p'\  p"'  dans  l'espace. 

Si  Ton  en  cherche  la  résultante,  en  suivant  le 
même  ordre  que  plus  haut,  on  trouvera  da- 
bord  que  la  résultante  x  Ae  p  et  p'  passe  au 
même  point  I  que  la  résultante  X  de  P  et  P',  et 
qu  elle  lui  est  égale.  Elle  passera  par  le  même 
point,  parce  que  son  point  d  application  doit 
diviser  la  même  droite  AB  dans  la  raison  réci- 
proque de  /?  à  p',  qui  est  la  même  que  celle  de 
P  à  P'.  Elle  lui  sera  égale,  parce  quon  aura 
P  4-  P'  =  p  -f-  p'.  On  trouvera  de  même  que  la 
résultante  x!  àex  eip"  passera  au  même  point  F 
que  la  résultante  X'  de  X  et  P",  et  qu  elle  lui 
sera  égale,  et  ainsi  de  suite  :  de  sorte  que  la 
résultante  générale  des  quatre  forces />,/;',  p'\p'\ 

Statique  P.  3 
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passera  au  même  point  que  la  lésultaute  de 
quatre  forces  P,  P',  P",  F  ";  et  cela  est  général 
quel  que  soit  le  nombre  des  forces.  D  où  Fo 
peut  conclure  ce  théorème  remarquable  : 

52.  Si  l'on  considère  un  système  quelconqi 
Je  forces  parallèles,  appliquées  à  un  assembla^ 
de  points  A,  B,  C,  D,  etc.^  et  quon  incUi 
successivement  tout  le  sjstème  de  ces  forces  da^ 
diverses  situations,  de  manière  que  les  mêm 
forces  passent  toujours  par  les  mêmes  points, 
conservent  leurs  grandeurs  et  leur  parallélismi 
les  résultantes  générales  qu'on  trouvera  successiv 
ment  dans  chacune  de  ces  positions  se  croisew 
toutes  au  même  point. 

Ce  point  d'intersection  des  résultantes  su 
cessives  se  nomme  le  centre  des  forces  par 
lèles.   Nous  aurons   occasion   d'en  parler  pi 
Join ,  quand  il  sera   question   des  centres 
gravité. 

On  peut  remarquer,  au  i-este,  que  dans 
démonstration  précédente ,  il  n'est  pas  née 
saire  de  supposer  que  les  forces  consei-vent  te 
jours  les  mêmes  grandeurs;  il  suffit  que,  di 
les  positions  successives  du  groupe ,  elles  i 
meurent  proportionnelles. 
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Composition  des  forces  dont  les  directions 
concourent  en  un  même  point. 

Théofème  III. 

53.  La  résultante  des  deux  forces  quelconques 
PetQ  (fig.  12)  appliquées  à  un  même  point  A,  Fig.  12. 
sous  un  angle  quelconque;  est  dirigée  suivant  la 
diagonale  du  parallélogramme  ABGD  construit  sur 
les  deux  lignes  AB^  AC,  qui  représentent  les  forces 
P  etQen  grandeur  et  en  direction. 

D'abord ,  nous  avons  vu  (14)  que  cette  résul- 
tante doit  être  dans  le  plan  des  deux  forces  P 
etQ;  en  second  lieu,  qu'elle  doit  être  appli- 
quée au  point  A ,  puisque  cette  résultante ,  par 
hypothèse,  doit  solliciter  le  point  A  absolu- 
ment de  la  même  manière  que  les  deux  forces 
PetQ. 

Je  dis  maintenant  quelle  doit  passer  au 
point  D,  extrémité  de  la  diagonale  AD. 

Prenons,  en  effet,  sur  le  prolongement  de 
la  ligne  BD  la  partie  DG  =  DG,  et  achevons 
le  losange  GDGH.  Appliquons  aux  points  6 
et  H ,  et  dans  la  direction  de  GH ,  deux  forces  Q' 
et  Q''  contraires,  égales  entre  elles  et  à  la 
force  Q.  Il  est  facile  de  voir  que  la  résultante 
des  quatre  forces  P,  Q ,  Q'  et  Q"  doit  passer  au 

3.. 
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point  D.  Car,  i**  à  cause  de  Q'  =  Q ,  les  deux 
forces  parallèles  P  et  Q'  sont  entre  elles  comme 
les  côtés  AB,  AC,  ou  comme  DC  et  DB,  ou 
bien,  à  cause  de  DC  =  DG,  comme  les  lignes 
DG  et  DB ,  et ,  par  conséquent  (23),  leur  résul- 
tante S  passe  en  D;  a"*  les  deux  forces  Q  et  Q" 
étant  égales,  leur  résultante  T,  prolongée,  di- 
vise en  deux  également  Tangle  CHG  du  lo- 
sange CDGH,  et  va  passer  aussi  par  le  point  D, 
où  Ion  peut  la  supposer  appliquée.  Donc  la 
résultante  générale,  qui  est  celle  des  deux 
forces  S  et  T,  passe  au  point  D. 

Mais  les  deux  forces  Q'  et  Q"  appliquées  sur 
GH  étant  parfaitement  égales  et  contraires,  leur 
effet  est  absolument  nul,  et  la  résultante  des 
quatre  forces  P,  Q ,  Q'  et  Q"  est  identiquement 
la  même  que  celle  des  deux  forces  P  et  Q.  Donc , 
puisque  la  première  passe  en  D,  celle  des  deux 
forces  P  et  Q  passe  aussi  au  même  point. 

Puisque  la  résultante  passe  à  la  fois  par  les 
deux  points  A  et  D,  elle  est  donc  nécessaire- 
ment dirigée  suivant  la  diagonale  AD. 

Corollaire, 

54.  Concluons  de  là  que  si  Ton  connaissait 

seulement  les  directions    des    deux   forces  P 

Ficf.  i3.  etQ(Jig.  i3),  et  celle  de  leur  résultante  R, 

on  pourrait  déterminer  le  rapport  de  la  force  P 
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à  la  force  Q.  Car,  en  prenant  sur  la  direction  de 
la  résultante  un  point  quelconque  D,  et  me- 
nant de  ce  point  deux  parallèles  DC  et  DB  aux 
directions  des  composantes  P  et  Q,  et  qui  ren- 
contrent ces  directions  en  C  et  B,  on  aurait 
nécessairement  P  :  Q  :  :  AB  :  AC.  Sans  quoi  Ton 
aurait  P  est  à  Q  comme  AB  est  à  une  ligne  AO 
plus  petite  ou  plus  grande  que  AC;  et  alors  la 
résultante  des  deux  forces  P  et  Q  serait  dirigée 
suivant  la  diagonale  AI  d  un  parallélogramme 
AOIB  différent  du  parallélogramme  ABDC;  ce 
qui  est  contre  l'hypothèse. 

Théorème  IV. 

35.  La  résultante  des  deux  forces  quelconques' 
P  ei  Q  (  fig.  i4)  appliquées  à  un  même  point  fiq,  14. 
A,  est  représentée  en  grandeur  et  en  direction 
par  la  diagonale  du  parallélogramme  ABDC, 
construit  sur  les  deux  lignes  AB,  AC  qui  repré- 
sentent  ces  forces  en  grandeur  et  en  direction. 

Nous  avons  déjà  vu  que  cette  résultante  est 
dirigée  suivant  la  diagonale;  reste  à  faire  voir 
qu  elle  est  représentée  en  quantité  par  la  diago- 
nale elle-même. 

Soit  R  cette  résultante  :  supposez  qu'elle  soit 
appliquée  au  point  A  sur  le  prolongement  de 
la  diagonale  DA,  en  sens  contraire  de  son  ac- 
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tion.  Les  trois  forces  P,  Q,  R  seront  en  équilib 
sur  le  point  A.  Donc  l'une  d'elles,  la  force 
par  exemple ,  sara  égale  et  directement  opf 
sée  à  la  résultante  des  deux  autres  P  et  R.  Do 
la  direction  de  la  force  Q,  prolongée,  sera  ce 
de  la  résultante  des  deux  forces  P  et  R.  Do 
si,  du  point  B,  vous  menez  à  la  direction  A 
la  parallèle  BG  qui  rencontre  en  G  le  prok 
gement  de  Q  A,  et  du  point  G ,  à  la  direction  l 
la  parallèle  GH  qui  rencontre  en  H  la  direct 
de  la  fdVce  R ,  les  deux  forces  P  et  R  seront  < 
tre  elles  comme  les  côtés  AB,  AH  du  parall^ 
gramme  ABGH  (54).  Mais  la  ligne  AB  rep 
sente  actuellement  la  force  P  ;  donc  la  ligne 
représente  la  force  R.  Or,  par  les  parallèles, 
a  AH  =  BG  =  AD  ;  donc,  etc. 

Corollaire  I. 

36.  Puisque  les  trois  forces  P,  Q,  R  s 
entre  elles  comme  les  trois  lignes  AB,  AC,  i 
et  que  dans  le  parallélogramme  ABDG  o 
AB  =  CD ,  on  peut  dire  que  ces  trois  forces  i 
entre  elles  comme  les  trois  côtés  CD ,  CA  et 
du  triangle  ACD.  Mais  ces  trois  côtés  sont  e 
eux  comme  les  sinus  des  angles  opposés  G 
CDA,  ACD,  et  à  cause  des  parallèles,  Ta 
CDA=r l'angle  BAD,  langlc  ACD  est  sup 
ment  de  langle  BAC,  et,  par  conséquent, 
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même  sinus;  on  a  donc 

P  :  Q  :  R  :  :  siifCAD  :  sin  BAD  :  sin  BAC. 

D'où  Ion  peut  conclure  que,  la  résultante  de 
deux  forces  P  et  Q  étant  représentée  par  le 
sinus  de  i angle  formé  par  leurs  directions,  les 
deux  forces  P  et  Q  sont  représentées  récipro- 
quement par  les  sinus  des  deux  angles  adjacents 
à  la  direction  de  la  résultante;  ou ,  si  Ion  veut , 
chacune  des  forces  P,  Q,  R  est  comme  le  sinus  de 
l'angle  formé  par  les  directions  des  deux  autres. 

Remarque, 
37,  On  peut  voir  par  là ,  et  mieux  encore 
par  la  considération  immédiate  du  parallélo- 
gramme des  forces,  que  lorsque  deux  forces 
agissent  sur  un  même  point  sous  un  angle  qui 
n'est  pas  égal  à  deux  droits,  elles  ne  peuvent 
jamais  donner  une  résultante  nulle,  à  moins 
quelles  né  soient  nulles  elles-mêmes,  chacune 
en  particulier. 

Car,  si  aucune  des  deux  forces  n'était  nulle , 
on  pourrait  construire  un  parallélogramme  sur 
les  deux  lignes  qui  les  représentent  en  grandeur 
et  en  direction,  et  la  diagonale  de  ce  parallélo- 
gramme serait  la  résultante. 

Si  Tune  d'elles  seulement  était  nulle,  la  se- 
conde serait  la  résultante  ;  et ,  par  conséquent,  la 
résultante  ne  peut  être  nulle,  à  moins  que  les 
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composantes  ne  soient  toutes  deux   nulles 
même  temps.  • 

Lorsque  les  deux  composantes  agissent  s( 
un  angle  égal  à  deux  angles  droits ,  elles  s< 
alors  contraires,  et  la  résultante  n'est  pas  ni 
dans  le  seul  cas  où  ces  deux  composantes  s< 
nulles  toutes  deux,  mais  encore  dans  celui 
elles  sont  égales. 

Corollaire   II. 

38.  On  peut  toujours  décomposer  une  fo 
donnée  R  en  deux  autres  P  et  Q  dirigées  suiv 
Fig.  i5.  des  lignes  données  AP,  AQ  {fig,  i5),  pou 
que  ces  directions  et  celle  de  la  force  R  soi 
comprises  dans  un  même  plan  et  concoureni 
même  point  A;  car,  prenant  sur  la  directioi 
la  force  R  une  partie  AD  qui  représente 
quantité ,  et  par  le  point  D  menant  les  drc 
DC ,  DB  parallèles  aux  directions  données 
AQ,  on  formera  un  parallélogramme  ABI 
dont  les  côtés  AB,  AC  représenteront  les  foi 
demandées  P  et  Q. 

Si  Ton  veut  calculer  immédiatement  U 
grandeurs,  on  pourra  faire  ces  deux  proj 
tions  : 

R  :  P  ::  sinBAC  :  sinCAI), 

R  :  Q  ::  sinBAC  :  sinBAD, 
dans  lesquelles  il  n'y  a  que  P  et  Q  (l'inconn 
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Remarque, 

39.  Si  l'angle  BAC  était  droit,  on  anrait^ 
en  supposant  le  rayon  =  r ,  si  a  BAC  =  i  ; 
sin  CAD  =  cos  BAD;  et,  réciproquement  , 
sin  BAD  =:  cos  CAD;  et  les  deux  proportions 
ci-dessus  deviendraient 

R  :  p  ::  I  :  cosBad, 
R  :  Q  ::  I  :  cosCAD. 

D'où    P=:R.cosBAD,   et  Q  =  R.cosCAD. 

Il  résulte  de  là  que  lorsqu'on  décompose  une 
force  en  deux  autres  qui  agissent  suivant  des 
directions  rectangulaires  entre  elles,  on  trouve 
chaque  composante  en  multipliant  la  force  pro- 
posée par  le  cosinus  de  langle  qu'elle  fait  avec 
la  direction  de  cette  composante. 

Chaque  composante  est  représentée  par  la 
projection  de  la  résultante  sur  sa  direction,  et 
c'est  ce  qu'on  appelle  souvent  la  force  estimée 
suivant  cette  direction.  Ainsi  R.cos  BAD,  ou  la 
composante  P,  est  la  force  R  estimée  suivant  la 
direction  AP. 

Corollaire  III. 

40.  Quand  on  sait  déterminer  la  résultante 
de  deux  forces  appliquées  à  un  point,  on  peut  dé- 
terminer celle  de  tant  do  forces  P,  Q ,  R,  S,  etc., 
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qu  on  voudra ,  appliquées  à  un  rnéme  point  i 
et  dirigées  d'une  manière  arbitraire  dans  le 
pace.  Car,  en  considérant  d'abord  deux  que 
conques  de  ces  forces,  comme  les  forces  P  et 
par  exemple,  ces  deux  forces  seront  dans  i 
même  plan,  et  Ion  en  déterminera  la  rési 
tante  comme  nous  lavons  fait  tout  à  Theui 
Soit  X  cette  résultante;  on  prendra  semblabi 
ment  la  résultante  de  la  force  X  et  dune  aut 
telle  que  R.  Combinant  ensuite  cette  résultanl 
que  je  désigne  par  Y ,  avec  une  nouvelle  force 
on  aura  leur  résultante  Z ,  qui  sera  celle  c 
quatre  forces  P,  Q,  R ,  S;  et  continuant  ain 
on  arrivera  nécessairement  à  la  résultante  j 
nérale. 

Si  toutes  les  forces  P,  Q,  R,  S,  etc.,  si 
dans  un  même  plan,  les  résultantes  successi 
X,  Y,  Z,  etc.,  seront  dans  ce  même  plan , 
par  conséquent,  la  résultante  générale  y  s^ 
aussi. 

Si  toutes  les  forces  sont  en  équilibre, 
résultante  générale  sera  nulle. 

Par  cette  composition  successive  de  plusie 
forces  autour  d  un  même  point,  on  voit  enci 
que,  si  Ion  décrit  dans  l'espace  un  cont< 
polygonal  dont  les  côtés  successifs  soient  pai 
lèles  et  proportionnels  à  ces  forces,  la  dr< 
(jui  ferme  ce  contour  et  achève  ainsi  le  pc 
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gone,  est  parallèle  et  proportionnelle  à  la  ré- 
*  sultante  générale  de  toutes  les  forces;  de  sorte 
que  si  le  polygone  se  trouve  fermé  de  lui-même, 
la  résultante  est  nulle ,  et  toutes  les  forces 
sont  en  équilibre  autour  du  point  qu  elles  solli- 
citenL 

Le  théorème  suivant  n  est ,  au  fond ,  qu  un  cas 
particulier  de  cette  élégante  proposition;  mais, 
comme  il  est  d^un  fréquent  usage  en  Méca- 
nique, nous  allons  1  énoncer  et  le  démontrer 
expressément. 

Théorème  V. 

41.  Si  trois  forces  X,  Y,  Z,  appliquées  à  un 
même  point  A  (fig.  i6)  dans  l'espace  sont  repré-  Fiç.  i6 
seniées  par  les  trois  lignes  AB ,  AC ,  AD,  et  quon 
achève  le  paraliélipipède  A .  • .  F ,  la  résultante  R 
de  ces  trois  forces  sera  représentée  par  la  diago-^ 
nale  AF  de  ce  paraliélipipède. 

En  effet,  les  deux  forces  XetY,  qui  sont 
représentées  par  les  dçux  côtés  du  parallélo- 
gramme ABGC,  donneront  pour  résultante  une 
force  P  représentée  par  la  diagonale  AG  de  ce 
parallélogramme. 

Ensuite,  à  cause  de  AD  égal  et  parallèle  à  GF,^ 
la  figure  AGFD  sera  un  parallélogramme,  et, 
par  conséquent ,  les  deux  forces  P  et  Z  donne- 
ront une  résultante  R  représentée  par  la  dia- 
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{];oDale  AF,  laquelle  est  en  même  temps  la  di. 
gonale  du  parallélipipède  proposé. 

Remarque, 

42.    Observons   sur-le-champ,  comme 
n°  57,  que  tant  que  les  trois  forces  X,  Y, 
ne  seront  pas  dans  un  même  plan,  elles 
pourront  jamais  donner  une  résultante  nulle , 
moins  qu^elles  ne  soient  nulles  elles-mêmes 
particulier. 

Car,  si  aucune  d'elles  n était  nulle,  on  poi 
rait  construire  le  parallélipipède  sur  les  lige 
qui  les  représentent  en  grandeur  et  en  din 
tion,  et  la  diagonale  serait  la  résultante. 

Si  lune  d elles  seulement  était  nulle,  les  de 
autres  qui,  par  hypothèse,  ne  sont  pas  en  lig 
droite  ,  auraient  une  résultante. 

Enfin,  si  deux  d'entre  elles  seulement  étaii 
nulles,  la  troisième  serait  la  résultante,  et,  j 
conséquent ,  les  composantes  X ,  Y ,  Z  doivi 
être  nulles  toutes  trois,  pour  donner  une  réi 
tante  nulle. 

Corollaire  I. 

45.  On  voit  par  le  théorème  précédent  (qu 
pourrait  nommer  le  parallélipipède  des  fora 
qu'une  force  quelconque  donnée  R  est  toujo 
dccomposablc  en  trois  autres  X,  Y,  Z  resp 
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tivement  parallèles  à  trois  lignes  données  dans 
l'espace ,  pourvu  que  deux  de  celles-ci  ne  soient 
pas  parallèles. 

Car,  en  prenant  la  partie  AF  pour  repré- 
senter la  quantité  de  la  force  R,  et  menant  par 
le  point  A  d'application  trois  lignes  parallèles 
aux  droites  données  chacune  à  chacune,  on 
conduira  par  le  point  A  trois  plans  indéfinis 
XY,  XZ,  YZ,  et  par  le  point  F,  trois  autres 
plans  respectivement  parallèles  aux  premiers; 
et  ces  six  plans  détermineront  le  parallélipipècle 
dont  les  trois  arêtes  contiguës  AB,  AC,  AD, 
représenteront  les  trois  composantes  X,  Y,  Z. 

Corollaire  IL 
44.  Si  le  parallélipipède  est  rectangulaire, 

2  2 

on  aura,  dans  le  rectangle  ADFG,  AF  =  AD 

2 

•+•  AG  ;  mais ,  dans  le  rectangle  ABGC .  on  a 

3  2  2 

AG  ==  AC  -+■  AB    :  donc  en  substituant  celte 

2 

valeur  de  AG  ,  on  aura 

Âf'=ÂdVâcVab'; 
par  conséquent , 

R^  =  X^  -+-  Y^  -+-  Z\ 


Ce  qui  donne  R  =  y/X^  -\-  Y^  ^  Z^  pour  la 
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valeur  de  la  résultante  en  fonction  des  tro 
composantes. 

45.  Si  Ton  veut  avoir  les  trois  composant 
en  fonction  de  la  résultante  et  des  angles  qu  ell 
font  avec  elle ,  en  nommant  d'abord  a  Tang 
que  la  résultante  R  fait  avec  la  composante  J 
on  aura  visiblement  AF  :  AB  :  :  i  :  cos a,  et,  p 
conséquent, 

R  :  X  :  :  I  :  cos  a  ; 

d  où  Ion  tire  X  =  R  cos  a. 

En  nommant  de  même  |S  et  y  les  angles  q 
la  résultante  fait  respectivement  avec  les  coi 
posantes  Y  et  Z ,  on  trouvera  Y  =  R  cos 
Z  =  Rcosy;  d'où  il  suit  qu'on  trouvera 
valeurs  des  trois  composantes  respectives 
multipliant  la  résultante  par  les  cosinus  resp< 
tifs  des  trois  angles  que  sa  direction  forme  a^ 
les  directions  de  ces  composantes. 

Remarque, 

46.  Puisqu'on  a  trouvé  R^  =  X^  +  Y^  H-  ! 
en  substituant  pour  X ,  Y ,  Z  leurs  valeurs  r 
pectives  R  cos  a,  R  cos  S ,  R  cos  7,  on  aura 

R^  =  R2  cos^  a  +  R'  cos^  g  4-  R'  cos^  7; 
ou  bien, 

R2  =  R^  (cos^  a  +  cos^  S  -f-  cos^  7) , 
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d'où 

cos^  a  -h  cos^  6  4-  cos^  7  =  i  j 

relation  connue  qui  a  toujours  lieu  entre  les 
angles  que  fait  une  droite  avec  trois  axes  rec- 
tangulaires dans  l'espace. 

SECTION  II. 

COMPOSITIOJ»    ET    DÉCOMPOSITION    DES    COUPLES. 

47.  Pour  abréger  le  discours,  nous  appelle- 
rons couple  Tensemble  de  deux  forces,  telles 
que  P  et  —  P  [Jig.  17),  égales,  parallèles  et  Fig.  17. 
contraires ,  mais  non  appliquées  au  même  point. 
La  perpendiculaire  commune  AB,  menée  entre 
les  directions  des  deux  forces ,  sera  le  bras  de 
levier  du  couple,  et  le  produit  P  x  AB  de  lune 
des  forces  par  le  bras  de  levier  en  sera  nommé 
le  moment. 

Quelle  que  soit  l'action  de  deux  forces  telles 
que  P  et  —  P,  sur  le  corps  auquel  elles  sont  ap- 
pliquées, nous  avons  vu  (27)  que  cette  action 
ne  peut  être  contre -balancée  par  celle  d  aucune 
simple  force  appliquée  comme  on  voudra  au 
même  corps,  et  que,  par  conséquent,  l'effort 
d  «n  couple  ne  peut  être  comparé  d  aucune  ma- 
nière à  une  simple  force.  Pour  distinguer  cette 
nouvelle  cause  de  mouvement,  qui  est  en  quelque 
sorte  d'une  nature  particulière,  on  pourrait  lui 
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Polir  démontrer  plus  facilement  cette  pri 
position ,  dous  la  décomposerons  en  dei 
autres. 
Fig.  i8.  Soit  d'abord  le  couple  (P,  —  P)  (fig.  i8)  aj 
pliqué  perpendiculairement  sur  AB;  prenons  c 
Ton  voudra ,  dans  le  plan  de  ce  couple  ou  dai 
tout  autre  plan  parallèle,  la  droite  CD,  égale < 
parallèle  à  AB;  joignons  AD  et  BC,  qui  seroi 
dans  un  même  plan ,  et  se  couperont  visiblemei 
au  milieu  I  de  leurs  longueurs  respectives; 
supposons  enfin  les  droites  AB  et  CD  liées  enti 
elles  d'une  manière  invariable. 

Si  Ton  applique  sur  la  ligne  CD,  parallèi 
ment  aux  forces  P  et  —  P,  deux  couples  co 
traires  (?',  —  P') ,  (P",  —  P") ,  égaux  entre  e 
et  au  couple  proposé  (P,  —  P),  il  est  évidi 
que   ces   deux    couples  se    détruiront   dev 
mêmes,   et  que,  par  conséquent,   l'effet 
couple  (P,  —  P)  ne  sera  pas  changé.  Mais,  d 
autre  côté,  il  est  facile  de  voir  que  les  de 
couples  (P,— P)   et  (P%~P")  se  détruis 
aussi  d'eux-mêmes;  car,  le  point  I  étant  à 
fois  le  milieu  des  deux  lignes  AD  et  BC, 
deux  forces  égales  et  parallèles  P  et  P",  apj 
quées  sur  AD,  donnent  une  résultante  par. 
tement  égale  et  opposée  à  la  résultante  des  d 
forces  —  P  et  —  P",  appliquées  sur  BC.  On  p 
donc  supprimer  les  deux  couples   (P,  — 
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milieu  de  son  bras  de  levier,  et  Ion  distinguera 
facilement  le  sens  des  couples  en  distinguant  les 
couples  qui  tendent  à  faire  tourner  dans  un  sens, 
d'avec  ceux  qui  tendent  à  faire  tourner  dans  ie 
sens  contraire.  Mais  ne  perdons  pas  de  vue  qu'il 
n'y  aura  réellement  aucun  point  fixe  (à  moins 
que  nous  n'en  avertissions  expressément) ,  et 
que  l'idée  de  rotation ,  qui  jusqu'ici  est  pure- 
ment accessoire,  ne  servira  qu'à  faire  image 
au  besoin. 

Translation  des  couples. 

48.  Nous  avons  vu  plus  haut  qu  une  force 
peut  être  transportée  en  un  point  quelconque 
de  sa  direction,  pourvu  que  ce  point  soit  lié  au 
premier  d'une  manière  invariable  :  voici  une 
proposition  analogue  pour  les  couples,  qui  n  est 
pas  moins  remarquable  que  la  première,  et  dont 
nous  ferons  le  plus  grand  usage  par  la  suite. 

Lemme. 

49.  Un  couple  quelconque  peut  être  transporté 
partout  où  ton  voudra  dans  son  plan,  ou  dans 
tout  autre  plan  parallèle ,  et  tourné  comme  on 
voudra  dans  ce  plan ,  sans  que  son  effet  sur  le  corps 
auquel  il  est  appliqué  en  soit  changé,  pourvu  quon 
suppose  le  nouveau  bras  de  levier  invariablement 
attaché  au  premier. 

Statiquk  p.  ^ 
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pour  ainsi  dire,  que  le  couple  primitif  quoi 
aurait  tourné  dans  son  plan,  de  manière  qui 
son  bras  de  levier  ÂB  fût  venu  dans  la  positioi 
oblique  CD. 

De  ces  deux  propositions  réunies,  on  peu 
conclure  qu'un  couple  quelconque ,  sans   qu 
son  effet  soit  changé,  peut  être  transporté  dar 
^on  plan  y  ou  dans  tout  autre  plan  parallèle ,  e 
telle  position  qu^on  voudra  :  car  ou  peut  d  a 
bord  le  transporter  parallèlement  à  ses  forci 
dans  le  plan  donné,  de  manière  que  le  milic 
de  son  bras  de  levier  tombe  au  point  dooi 
qu'on  voudra,  et  l'on  peut  ensuite  le  tourn< 
autour  de  ce  point,  de  manière  à  l'amener  da 
la  position  donnée;  ou,  réciproquement,  ( 
peut  le  tourner  d'abord  dans  son  plan,  de  ni 
nière-  que  ses  forces  deviennent  parallèles  a 
nouvelles  directions  qu'on  veut  leur  donner, 
ensuite  le  transporter  immédiatement  dans 
position  donnée. 

Transformation  des  couples;  leur  mesui 

Lemme. 

Fig.  ao.      50.   Un  couple  quelconque  (P,  —  P)  (fig. 
appliqué  sur  un    bras  de  levier  AB ,  peut  i 
changé  en  un  autre  (Q,  -—  Q)  de  même  se 
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appliqué  sur  un  bras  de  levier  BG  différent  du 
premier,  pourvu  quon  ait  P  :  Q  :  :  BC  :  AB,  ou 
P  X  AB  =  Q  X  BC,  cest-à^dire  pourvu  que  tes 
moments  de  ces  couples  soient  égaux. 

Prenons,  en  effet,  sur  le  prolongement  de 
AB  une  partie  quelconque  BC,  et  appliquons 
sur  BG  ,  parallèlement  aux  forces  P  et  —  P , 
deux  couples  (Q,—Q),  (Q'ï"-QO  égaux  et 
contraires  :  leur  effet  sera  absolument  nul ,  et , 
par  conséquent ,  celui  du  couple  (P,  — P)ne 
sera  pas  changé.  Mais ,  d'un  autre  côté ,  si  Ion 
suppose  que  les  forces  P  et  Q,  et,  par  consé- 
quent, P  et  Q',  sont  en  raison  inverse  des 
lignes  AB  et  BC,  leur  résultante,  qui  est  égale 
à  P  +  Q',  passe  en  B ,  et  détruit  évidemment 
les  forces  contraires  —  P,  —  Q'qui  s'y  trouvent. 
On  peut  donc  supprimer  les  quatre  forces 
P,  Q',  —  P,  —  Q',  et  il  ne  reste  plus  que  le 
couple  (Q,  —  Q)  appliqué  sur  BG,  lequel  rem- 
place le  couple  proposé  (P,  —  P)  appliqué 
sur  AB. 

Corollaire, 

51.  Il  nest  pas  difficile  de  conclure  de  là 
que  les  efforts  des  couples  sont  proportionnels 
à  leurs  moments. 

En  effet,  on  peut  voir  d'abord  que  deux 
<:ouples(P,  -  P),  (Q,  ~  Q)  {Jig.  ai  ),  qui  agis-  Fig.  ar. 
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sent  sur  les  bras  de  leviers  égaux  AB,  CD,  sont 
entre  eux  comme  les  forces  P  et  Q  de  ces 
couples  :  car,  si  l'on  suppose  les  forces  P  et  Q 
entre  elles  comme  deux  nombres  entiers, 
comme  5  et  3  par  exemple,  en  partageant 
chaque  force  P  et  —  P  en  5  forces  égales ,  et 
chaque  force  Q  et  —  Q  en  3  forces  égales  entre 
elles  et  aux  premières,  on  pourra  considérer  le 
couple  (P,  —  P)  comme  la  somme  de  5  couples 
égaux  et  de  même  sens,  appliqués  parfaitement 
l'un  sur  l'autre,  et  le  couple  (Q,  —  Q)  comme 
«  la  somme  de  3  couples  égaux  entre  eux  et  aux 
premiers,  aussi  appliqués  l'un  sur  l'autre.  Les 
intensités  des  couples  (P,  —  P),  (Q,-— Q), 
seront  donc  entre  elles  comme  5  à  3,  ou 
comme  P  à  Q.  Si  les  forces  P  et  Q  sont 
incommensurables,  on  fera  le  raisonnement 
connu,  etc. 

Maintenant  soient  deux  couples  quelconques 
(P,  —  P) ,  (Q ,  —  Q)  ;  soient  p  le  bras  de  levier 
du  premier,  et  q  le  bras  de  levier  du  second  : 
le  couple  (Q,  —  Q),  agissant  sur  la  ligne  g,  est 

équivalent  au  couple  (-Q,  — -Q)>  qui  agi- 
rait sur  la  ligne  p;  car  les  moments  sont  égaux 
de  part  et  d'autre ,  le  premier  étant  Qq ,  et  le 


P 
couples  proposés,  on  a  ces  deux-ci  (P,  —  P), 


second,-  Q.p  =z  Qq.  Ainsi,  au  lieu  des  deux 
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(  -  Q ,  —  -  Q  j  qui  ont  un  même  bras  de  levier^. 

Mais  les  intensités  M  et  N  de  ces  deux  couples 
sont  entre  elies  comme  leurs   forces,  et,  par 

conséquent,  Ton  a  M  :  N  ::  P  :  ^Q,  ou   bien 

52.  Puisque  deux  couples  sont  entre  eux  dans 
le  rapport  de  leurs  moments,  il  s'ensuit  que  le 
moment  d  un  couple  est  la  mesure  de  son  effort 
ou  de  son  intensité  :  car  si  Ion  prend  pour  unité 
de  couple  celui  qui  est  composé  de  deux  forces 
égales  à  Tunité  de  force,  appliquées  sur  un 
bras  de  levier  égal  à  Tunité  de  ligne,  le  couple 
(P,  —  P)  au  bras  de  levier  p  contiendra  autant 
de  fois  Tunité  de  couple  que  le  moment  P  x  p 
contiendra  le  moment  i  X  i ,  c  est-à-dire  con- 
tiendra Tunité. 

Remarque, 

55.  Pour  comparer  entre  elles  les  grandeurs 
ou  les  intensités  des  couples,  on  pourrait 
prendre  aussi ,  au  lieu  des  produits  P/7,  Qq  des 
forces  par  leurs  bras  de  levier  rectangulaires , 
les  produits  de  ces  mêmes  forces  par  des  bras 
de  levier  obliques  sur  leurs  directions.  Mais  il 
faudrait  pour  tous  les  couples  que  les  bras  de 
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levier  fissent  le  même  angle  avec  les  forces.  Il 
est  clair  qu'alors  les  bras  de  levier  obliques  se* 
raient  tous  proportionnels  aux  bras  de  levier 
rectangulaires  ,  et  que ,  par  conséquent ,  les 
nouveaux  moments  seraient  proportionnels  aux 
premiers. 

Nous  emploierons  quelquefois  ces  nouveaux 
moments  dans  la  mesure  relative  de  différents 
couples;  mais  nous  regarderons  toujours  les 
autres  comme  la  mesure  absolue  de  leurs  in- 
tensités. 

Composition  des  couples   situés  dans  un 
même  plan,  ou  dans  des  plans  parallèles . 

Théorème  I. 

54.  Deux  couples  situés  comme  on  voudra  dans 
le  même  plan  ou  dans  des  plans  parallèles,  se  com- 
posent toujours  en  un  seul,  qui  est  égal  à  leur 
somme,  s  ils  tendent  à  faire  tourner  dans  le  même 
sens,  ou  égal  à  leur  différence  s  ils  tendent  à  faire 
tourner  en  sens  contraires. 

En  effet,  on  peut  d abord  ramener  ces  deux 
couples  dans  un  même  plan,  ensuite  ramener 
leurs  forces  au  parallélisme,  enfin  les  changer 
en  deux  autres  équivalents  qui  auraient  un 
même  bras  de  levier,  et  alors  les  appliquer  Ion 
sur  laiitre. 
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Soient  P  et  Q  les  forces  composantes  des 
deux  couples  j  p  et  q  leurs  bras  de  levier  res- 
pectifs; et  soit  D  la  longueur  du  bras  de  levier 
commun  aux  deux  couples  transformés.  Au 
lieu  du  couple  (P,  —  P)  au  moment  Pp,  on 
substituera  le  couple  équivalent  (P',  —  P'), 
dont  le  moment  P'D  serait  égal  à  Pp.  Ou  sub- 
stituera de  même,  àlaplaceducouple(Q,  — Q) 
au  moment  Q^,  le  couple  (Q',  —  Q')aumoment 
Q'D  =  Q^;  et  ces  deux  couples  transformés 
étant  appliqués  lun  sur  l'autre ,  sur  le  même 
bras  de  levier  D,  on  aura  un  couple  unique 
résultant  [(P' 4- Q'),  -  (P' -+- Q')],  dont  le 
moment  sera 

(P'  -H  Q')  D ,      ou      P'D  H-  Q'D  =  Pp  4-  Qq. 

Ainsi,  le  moment  résultant  sera  égal  à  la 
somme  des  moments  composants .  ou  bien  à  leur 
différence,  selon  que  les  forces  P'  et  Q',  qui 
agiront  à  la  même  extrémité  du  bras  de  le- 
vier D,  seront  de  même  sens,  ou  de  sens 
contraires. 

Corollaire, 

On  voit  donc,  en  combinant  ainsi  les  cou- 
ples deux  à  deux,  que  tant  de  couples  qu'on 
voudra ,  situés  d'une  manière  quelconque  dans 
un  même  plan  ou  dans  des  plans  parallèles,  se 


58  ÉLÉMENTS 

réduiront  toujours  à  uo  seul ,  égal  à  la  somn 
de  ceux  qui  tendent  à  faire  tourner  dans  i 
sens,  noioins  la  somme  de  ceux  qui  tendent 
faire  tourner  dans  le  sens  contraire. 

Et  réciproquement,  ou  pourra  décompos 
un  couple  donné  eu  autant  d  autres  qu'on  vo 
dra,  situés  dans  le  même  plan  ou  dans  d 
plans  parallèles.  On  pourra  même  prendre 
volonté  tous  ces  couples,  hors  un  seul;  car 
suffira  que  la  somme  de  ceux  qui  agissent  da 
le  même  sens,  moins  la  somme  de  ceux  q 
agissent  en  sens  contraire,  soit  égale  au  cou|: 
proposé. 

Composition  des  couples  situés  dans  a 
plans  quelconques. 

Théorème  II. 

55.  Deux  couples  situés  comme  on  vota 
dans  deux  plans  qui  se  coupent  sous  un  angle  qu 
conque  se  composent  toujours  en  un  seul. 

Et  si  ion  représente  les  moments  de  ces  ce 
pies  par  les  longueurs  respectives  de  deux  dro 
tirées  sous  un  angle  égal  à  celui  des  deux  plans, 
quon  achève  le  parallélogramme  y  le  moment 
couple  résultant  sera  représenté  par  la  diagon 
de  ce  parallélogramme,  et  le  plan  de  ce  cou 
partagera  i angle  que  font  entre  eux  les  plans 
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couples  composants^  comme  la  diagonale  du  pa- 
rallélogramme partage  l'angle  que  font  les  deux 
côtés  adjacents. 

Soient ,  en  effet ,  les  deux  couples  proposés , 
situés  dans  les  deux  plans  AGM,  AGN {fig.  aa),  Fig.  m. 
qui  se  rencontrent  suivant  AG;  et  supposons 
quon  ait  d  abord  changé  ces  deux  couples  en 
deux  autres  respectivement  équivalents,  qui 
auraient  un  même  bras  de  levier. 

En  quelque  lieu  que  soit  situé  le  couple 
(P,  —  P)  dans  le  plan  AGM,  on  pourra  le  ra- 
mener dans  ce  plan  à  angle  droit  sur  Imtersec- 
tion  AG,  de  manière  que  son  bras  de  levier  AB 
tombe  sur  Tintersection  AG  (49).  De  même, 
en  quelque  lieu  que  soit  situé  le  couple  (Q,  —  Q) 
dans  le  plan  AGN,  on  pourra  le  ramener  aussi 
à  angle  droit  sur  la  même  intersection ,  et  de 
manière  que  son  bras  de  levier,  égal  au  premier, 
coïncide  avec  lui  en  AB. 

Alors  les  deux  forces  P  et  Q  appliquées  en  A , 
se  composeront  en  une  seule  R  appliquée  au 
même  point  A,  et  représentée  par  la  diago- 
nale AR  du  parallélogramme  construit  sur  les 
deux  lignes  AP,  AQ ,  qui  représentent  les  forces 
P  et  Q.  Les  deux  forces  —  P,  —  Q,  appliquées 
en  B,  se  composeront  aussi  en  une  seule  —  R 
appliquée  en  B ,  parfaitement  égale,  parallèle 
et  contraire  à  la  première  ;  et  Ton  aura ,  au  limi 
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des  deux  couples  (P,  —  P),  (Q,  —  Q),  le  coup 
unique  (R,  —  R)  appliqué  sur  le  même  bras  < 
levier  AB. 

Puisque  ces  trois  couples  ont  un  même  br 
de  levier,  leurs  moments  respectifs  sont  pr 
portionnels  aux  valeurs  des  trois  forces  P,  Q,  ] 
Donc ,  si  Ton  représente  les  moments  des  de 
couples  composants  par  les  deux  lignes  AP,  É 
qui  leur  sont  proportionnelles,  le  moment 
couple  résultant  sera  représenté  par  la  diaj 
nale  AR  du  parallélogramme  APRQ  constr 
sur  ces  lignes.  Or  il  est  visible  que  les  ang 
formés  par  les  trois  lignes  AP,  AQ,  AR,  n 
surent  les  angles  que  font  les  trois  plans  ;  doni 
plan  du  couple  résultant  partage  Fangle  des  di 
autres  plans ,  comme  la  diagonale  AR  part 
laugle  PAQ  des  deux  côtés  adjacents  AP,  i 
Donc,  etc. 

Corollaire, 

56.  On  pourra  donc  toujours  réduire  à 
seul  tant  de  couples  que  Ion  voudra,  applicj 
à  un  corps  d  une  manière  quelconque  dans  1 
pace;  car,  en  les  composant  successivement  d 
à  deux,  comme  nous  venons  de  faire,  on  a 
vera  nécessairement  à  un  couple  unique  c 
on  connaîtra  le  plan  et  là  grandeur,  et  qui  . 
équivalent  à  tous  les  autres. 
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Réciproquement,  on  peut  toujoui's  décom- 
poser un  couple  en  deux  autres  situés  dans  deux 
plans  donnés,  pourvu  que  ces  plans  et  celui  du 
couple  proposé  se  rencontrent  suivant  une 
même  droite  (ou  suivant  des  droites  parallèles  ; 
car,  en  transportant  le  plan  de  lun  de  ces 
couples  parallèlement  à  lui-même,  ce  qui  est 
permis  (49),  on  rassemblerait  leurs  trois  in- 
tersections parallèles  en  une  seule). 

Remarque  I. 

57.  Pour  opérer  cette  décomposition ,  on 
n^aura  qu'à  suivre  dans  l'ordre  inverse  le  pro- 
cédé que  nous  venons  de  donner  pour  la  com- 
position de  deux  couples;  ou  bien  Ion  em- 
ploiera la  méthode  suivante,  qui  est  très-simple, 
et  dont  nous  nous  servirons  quelquefois. 

Soit  AZ  {fig.  ti3)  la  commune  intersection  Fig.  a3. 
des  trois  plans  :  menons  à  volonté  un  plan  YAX 
qui  les  coupe  suivant  les  trois  lignes  respec- 
tives AY,   AV,  AX;  et  soit  ZAV  le  plan  du 
couple  proposé. 

En  quelque  lieu  que  ce  couple  (P,  —  F)  soit 
situé  dans  le  plan  ZAV,  on  peut  le  placer 
de  manière  que  ses  forces  soient  parallèles  à 
Tinterseclion  AZ,  et  que  la  direction  de  luue 
d'elles,  comme  de  la  force  —  P,  coïncide  avec 
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cette  même  intersection.  Alors  la  direction  dt 
l'autre  force  P  rencontrera  quelque  part  en  1 
la  droite  AV,  et  l'on  aura  le  couple  (P,  —  P 
appliqué   d'une  manière  quelconque  sur  AB 
comme  on  le  voit  dans  la  figure.  Maintenao 
formons,  suivant  les  directions  AY,  AX,  ave 
AB    comme^   diagonale ,    le    parallélogramm 
BCAD  ;  et  à  l'un  des  angles  C  ou  D,  en  D  pa 
exemple  y    appliquons   deux   forces  contraire 
P',  —  P',  égales  et  parallèles  aux  forces  P  et  — • 
du  couple  proposé.  L'effet  de  ce  couple  ne  sei 
pas   changé.    Mais   actuellement,    au  lieu  d 
couple  (P,   —  P)   appliqué   sur  la  diagona 
AB ,  on  peut  en  considérer  deux  autres  :  Tu 
(P',  —  P)  appliqué  sur  le  côté  AD  dans  Vv 
des  plans  donnés  ZAY;  l'autre  (P,  —  P')  b\ 
pliqué  sur   BD    parallèlement   à    l'autre  ph 
ZAX.  Or  ce  couple  peut  être  transporté  p 
rallèlement  à  lui-même  dans  ce  plan  ZAX ,  si 
le  côté  AG  =  BD;  et  l'on  aura  alors,  au  li( 
du  couple  (P,  —  P)  appliqué  sur  la  diagona 
AB,  deux  couples  (P',  —  P),  (P,  —  P'),  con 
posés  de   forces  égales  et  parallèles  aux  pr 
mières,  appliqués  dans  les  deux  plans  donn 
sur  les  côtés  AD,  AG. 

Remarque  II. 
58.  Si  Ton  supposait  que  le  plan  VAX  i 
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mené  perpendiculairement  à  la  commune  in- 
tei-section  AZ  des  plans  des  trois  couples ,  1q& 
forces  de  ces  couples  seraient  perpendiculaires 
aux  lignes  AY,  AV,  AX;  et  comme  ces  forces 
sont  égales,  les  moments  des  couples  seraient 
proportionnels  à  leurs  bras  de  levier  AD,  AB, 
AG;  et,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  on 
retomberait  sur  le  théorème  précédent  (55)  : 
ce  qui  fournit,  comme  on  voit,  une  nouvelle 
démonstration  de  ce  théorème. 

Remarque  III. 

59.  Cette  double  démonstration  vient  de  la 
double  manière  dont  on  peut  transformer  les 
deux  couples  avant  de  les  composer.  Dans  la 
première ,  on  commence  par  leur  donner  un 
même  bras  de  levier  avec  des  forces  différentes; 
dans  la  seconde,  on  leur  donne  les  mêmes  forces 
avec  des  bras  différents.  - 

Il  y  aurait  une  troisième  démonstration  qui 
se  ferait  sans  rien  changer  aux  deux  couples 
proposés.  Car  soient  (P,  — P)  et  (Q,  — Q, 
[fig.  ^3  bis)  y  deux  couples  appliqués  perpen-  ^ia.  23 
diculairement  au  plan  du  triangle  ABC  ,  sur  *"• 
les  bras  respectifs  AB ,  AC  ;  et  supposons  que 
les  deux  forces  P  et  Q  qui  tirent  en  B  et  G 
Soient  de  même  sens.  Il  est  clair  que  ces  deux 
forces  se  composent  en  une  seule  P  -i-  Q  de 
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même  sens ,  et  appliquée  au  point  g  qui  divise 
la  base  BC  dans  la  raison  réciproque  de  P  à  Q. 
lies  deux  forces  -—  P  et  —  Q  qui  tirent  en  A 
se  composent  de  même  en  une  seule  —  (P  4-  Q) 
appliquée  au  point  A  ;  et  si  Ion  fait ,  pour 
abréger ,  P  -f-  Q  =  R ,  on  a  le  couple  résultant 
(R,  —  R)  appliqué  sur  Ag  dans  un  plan  per- 
pendiculaire au  triangle  ABC. 

Maintenant,  que  du  point  g  on  mène  deux 
parallèles  aux  côtés  AB  et  AC,  et  qu  on  achève 
ainsi  le  parallélogramme  Algm  ;  il  s'agirait  de 
prouver  que  les  moments  de  nos  trois  couples , 
savoir, 

PxAB,     QxAC,     RxA^, 

sont  entre  eux  comme  les  côtés  A/,  Am  et  la 
diagonale  Ag  de  ce  parallélogramme.  Or  c'est 
ce  qui  est  facile;  car  en  mettant,  au  lieu  des 
forces  P,  Q,  R,  les  trois  lignes  C9,  Bgr,  BG, 
qui  leur  sont  proportionnelles,  on  voit  que 
ces  moments  sont  entre  eux  comme  les  trois 
produits 

C^xAB,    B^xAG,     BCxA^. 

Mais  les  triangles  semblables  donnent 

C9  X  AB  =  BG  X  A/,  et  Bgr  X  AC  =  BC  X  Am. 

Substituant  ces  deux  nouveaux  produits  à  la 
place  des  deux  premiers,  et  supprimant  partout 
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le  facteur  commun  BG,  on  a  les  trois  moments 
dont  il  s  agit  dans  la  proportion  des  simples 
lignes  A/,  Am,Agf;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
On  peut  varier  encore  ces  démonstrations  ; 
mais  il  y  a  une  manière  bien  plus  simple  de 
présenter  la  composition  des  couples  ,  comme 
nous  allons  le  voir  dans  l'article  suivant. 

Expression  plus  simple  des  théorèmes  qui 
concernent  la  composition  des  couples. 

60.  Au  lieu  de  déterminer  la  position  d'un 
couple  par  celle  de  son  plan ,  on  peut  la  déter- 
miner par  la  direction  d'une  droite  quelconque 
perpendiculaire  à  ce  plan ,  et  que  l'on  pourra 
nommer  Yaxe  du  couple.  Puisqu'un  couple 
peut  être  supposé  appliqué  où  l'on  voudra 
dans  son  plan  ou  dans  tout  autre  plan  paral- 
lèle (49),  il  est  visible  que  l'on  connaîtra  la 
position  d'un  couple  dans  l'espace,  lorsque 
Von  connaîtra  la  direction  de  son  axe  :  car ,  en 
élevant  où  l'on  voudra  sur  cet  axe  un  plan 
perpendiculaire,  on  pourra  prendre  ce  plan 
pour  celui  du  couple  proposé. 

Ainsi  la  position  de  différents  couples  paral- 
lèles peut  être  donnée  par  une  seule  droite  per- 
pendiculaire à  tous  ces  couples ,  et  qui  en  sera, 
pour  ainsi  dire ,  l'axe  commun, 

STATIQinc    p.  5 
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Si  les  couples  sont  situés  dans  des  pi 
quelconques ,  on  supposera  d'abord ,  pour  ( 
de  clarté,  qu'ils  soient  transportés  dans 
plans  respectivement  parallèles,  tous  cond 
par  un  seul  et  même  point  A ,  pris  à  vole 
dans  l'espace,  et  qui  deviendra  le  comn 
centre  de  tous  ces  couples  :  et  si  Ion  prend 
point  pour  Torigine  des  perpendiculaires  qe 
élève  à  ces  plans  respectifs,  la  position  des^i 
férents  couples  se  trouvera  donnée  par  c 
d  autant  de  droites  partant  d'un  seul  point 
faisant  entre  elles  les  mêmes  angles  que 
plans  des  couples  proposés. 

De  plus,  si,  à  partir  de  ce  point  A,  on  p 
sur  ces  droites  des  longueurs  AL ,  AM ,  AN,  i 
proportionnelles  aux  moments  respectifs  di 
couples ,  que  je  désigne  ici  par  les  simples 
très  L,  M,  N,  etc.,  chacune  de  ces  lignes 
minées,  telle  que  AL,  suffira  pour  représe 
à  la  fois  Taxe  et  la  grandeur  du  couple  I 
lui  correspond. 

Enfin,  si  l'on  veut  que  la  même  ligne 
puisse  encore  indiquer  le  sens  dans  leque 
couple  agit  (ce  qui  est  nécessaire  pour  acl 
la  détermination  complète  du  couple) ,  i 
aura  qu'à  faire  une  convention  toute 
blable  à  celle  qui  regarde  les  simples  fc 
Or,  pour  une  simple  force  P  appliquée  ( 
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et  qu  on  représente  par  une  certaine  ligne  AP, 
cette  convention  consiste ,  comme  onFa  dit  (  11  ), 
en  ce  que  Faction  de  cette  force  a  toujours  lieu 
de  A  vers  P,  ou  que  la  force  tire  de  A  en  P. 
Ici,  pour  un  couple  L  appliqué  autour  du 
centre  A  ,  et  dont  je  représente  Taxe  et  la 
grandeur  par  la  ligne  terminée  AL,  je  suppo- 
serai toujours  que  le  sens  du  couple  ou  de  la 
rotation  qu'il  tend  à  produire  est  tel  que,  si 
Ion  se  plaçait  au  point  L,  considéré  comme 
le  nord,  pour  regarder  devant  soi  le  point  A, 
considéré  comme  le  midi,  on  verrait  la  rota- 
tion se  faire  de  l'orient  à  loccident ,  ou  de  la 
gauche  à  la  droite ,  comme  se  fait  à  nos  yeux 
le  mouvement  du  soleil.  C'est  d'ailleurs  le  sens 
ordinaire  dont  la  main  fait  tourner  la  plupart 
des  instruments  de  rotation  ;  et  c'est  dans  ce 
sens  convenu  qu'agira  pour  nous  le  couple  re- 
présenté par  la  ligne  AL. 

On  peut  adopter ,  si  l'on  veut,  la  convention 
contraire,  pourvu  qu'on  s'y  conforme  avec  le 
même  soin  pour  tous  les  couples  dont  il  s'agit 
dans  une  même  figure ,  ou  dans  l'énoncé  d'une 
même  proposition. 

Au  reste ,  on  voit  qu'une  des  deux  conven- 
tions, comme  la  première,  nous  suffit;  car, 
s'il  fallait  indiquer  dans  la  figure  un  couple  ÏJ 
contraire  à  L ,  on  le  représenterait  de  même 

5.. 
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par  une  ligne  AL',  mais  portée  de  Fautre  côte 
du  point  A  sur  le  prolongement  de  la  pre- 
mière. 11  est  clair,  en  effet,  que  ce  second 
couple  qui,  vu  du  point  L',  ferait  tourner 
dans  le  sens  convenu,  c'est-à-dire  de  gauche 
à  droite ,  étant  vu  du  point  L ,  ferait  tourner  de 
droite  à  gauche ,  et  serait  réellement  contraire 
au  premier. 

Par  cette  manière  de  déterminer  les  couples 
et  d'en  indiquer  les  sens  simultanés ,  on  voit 
donc  que  la  représentation  géométrique  de 
tant  de  couples  qu'on  voudra,  appliqués  sur 
un  corps  dans  des  plans  quelconques,  devient 
parfaitement  la  même  que  celle  d'autant  de 
simples  forces  appliquées  sur  un  point;  et  Ton 
va  prouver  tout  à  l'heure  que  leur  composi- 
tion peut  s'exprimer  par  des  lois  toutes  sem-- 
blables.  Tout  se  réduit ,  en  effet ,  à  la  démons- 
tration du  théorème  suivant,  qui  remplace  le 
théorème  II ,  et  qu'on  peut  très-bien  nommer 
le  parallélogramme  des  couples. 

Théorème. 

61.  Si  deux  couples  L  et  M  sont  représentés, 
pour  leurs  axes  et  pour  leurs  grandeurs,  par  les  '  ' 
deux  cotés  AL  e^  AM  dun  parallélogramme  ALGM,     - 
ces  deux  couples  se  composent  en  un  seul  G  rc- 
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présenté,  pour  son  axe  et  pour  sa  grandeur^  par 
la  diagonale  AG  de  ce  parallélogramme. 

En  effet ,  que  du  point  A  et  dans  le  plan  du 
parailélojrramme  ALMG  [fig.  24)?  on  mène-frig.  34. 
deux  lignes  //',  mm'  perpendiculaires  et  propor- 
tionnelles aux  deux  côtés  respectifs  AL  et  AM, 
et  qui  soient  toutes  deux  coupées  par  leur  mi- 
lieu au  point  A.  Si  Ton  achève  les  parallélo- 
grammes Algm^  A/y  m' ,  il  est  clair  que  ces 
parallélogrammes  seront  égaux  entre  eux,  et 
semblables  au  premier  ALGM,  et  que,  par  con- 
séquent, la  ligne  gg'  sera,  aussi  perpendiculaire 
et  proportionnelle  à  la  diagonale  AG,  et  cou- 
pée en  son  milieu  au  point  A. 

Maintenant,  que  sur  les  lignes  //',  mm'^ 
comme  bras  de  levier ,  et  dans  des  plans  per- 
pendiculaires à  la  figure,  on  applique  deux 
couples  composés  de  forces  égales ,  le  premier 
(P^  —  p)  sur  la  ligne  //',  et  le  second  (P,  — P) 
sur  mm';  et  supposons,  pour  nous  conformer 
à  la  convention  ci-dessus  (60),  que  ces  couples 
tendent  tous  deux  à  faire  tourner  de  gaucbe  à 
droite  quand  on  les  regarde  Tun  après  l'autre 
des  points  L  et  M.  Il  est  évident  que  ces  deux 
couples  peuvent  être  pris  pour  ceux  que  les 
côtés  AL  et  AM  représentent:  car,  i"^  ils  sont 
situés  dans  des  plans  perpendiculaires  à  ces 
côtés;  7."^  ils  ont  des  moments  proportionnels 
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aux  mêmes  côtés;  et  3*^  leurs  sens  simultau 
sont  conformes  à   la  convention   établie.    ( 
il  est  aisé  de  voir  que  ces  deux  couples  se  cor 
posent  en  un  seul ,  représenté  de  même  par 
diagonale  AG.  En  effet ,  les  deux  forces  P  et 
appliquées  en  /  et  m  se  composent  en  une  seu 
2  P  parallèle ,  et  de  même  sens  j  appliquée 
point  Cj  qui  est  le  milieu  de  /m,  et,  par  cons 
quent,  le   milieu  de  Ag.  De  même  les  de 
forces  —  P  et  —  P ,  en  /'  et  m' ,  se  compose 
en  une  seule  —  aP  appliquée  en  c', ^milieu 
Ag'  ;  et  Ion  a  le  couple  résultant  (aP,  —  a 
appliqué  sur  la  ligne  cc'^  ou  simplement, 
couple  (P,  — P)  appliqué  sur  la  ligne  doul 
gg\  Or  ce  couple  est  évidemment  perpeni 
culaire  et  proportionnel  à  la  diagonale  AG  , 
fait  aussi  tourner  de  gauche  à  droite  quand 
le  regarde  du  point  G.  Donc ,  etc. 

Nous  aurions  pu  tirer  ce  théorème  de  Tu 
des  démonstrations  qui  précèdent,  mais  n( 
avons  préféré  d'en  faire  ici  la  démonstrat 
immédiate ,  et  sur  une  nouvelle  figure*,  où  1 
vît  très-clairement  les  sens  relatifs  que  doiv< 
avoir  ensemble  les  trois  couples  que  Ton 
considère. 
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Remarque  1. 

62.  On  voit  ici,  par  un  raisonnement  tout 
à  fait  semblable  à  celui  du  n°  57 ,  que  si  deux 
couples  agissent  dans  des  plans  qui  se  coupent , 
ou  qui  ne  sont  point  parallèles ,  ils  ne  peu- 
vent jamais  donner  un  couple  résultant  nul , 
à  moins  qu'ils  ne  soient  nuls  tous  les  deux  à 
la  fois. 

Remarque  lï.^ 

65.  Lorsque  les  plans  des  couples  composants 
sont  rectangulaires  entre  eux  ,  les  deux  axes  AL 
et  AM  sont  aussi  rectangulaires,    et   dans    le 

rectangle  ALGM,  on  a  AG  =  AL  4-  AM  ;  de 
plus,  si  Ton  nomme  a  et  |3  les  angles  que 
fait  la  diagonale  AG  avec  les  deux  côtés  adja- 
cents AL ,  AM ,  on  a 

AL  =  AG.cosa,     AM  =  AG . cos  j3. 

Donc  ,  en  désignant  simplement  les  trois  mo- 
ments respectifs  par  les  lettres  L,  M,  G,  on  a, 
pour  le  moment  G,  G^  =  L^  -f-  M^ ,  d  où 


g  =  v/l^-hmS 

et,  pour  les  angles  a  et  |3  que  son  axe  fait 
avec  les  axes  des  deux  autres ,  Fj  =  G  cos  a , 
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M  =  G  cos  j3;  d'où 

cos  a  =  g ,     cos  j3  =  -• 

Remarque  IIF. 

En  général ,  si  Ton  nomme  (p  l'angle  que  foni 
entre  eux  les  deux  couples  composants ,  oi 
leurs  axes  AL  et  AM,  on  aura  dans  le  parallé- 
logramme ALGM , 

ÂG  =ÂL  -hÂM  -+-2ÂLX  AM.cosç, 
et ,  par  conséquent , 

G^  =  L^  -h  M^  -h  aLM  cos  9; 

ce  qui  donne  le  couple  résultant  G  par  le 
couples  composants  L  et  M ,  et  leur  inclinaisoi 
mutuelle  9. 

Si  langle  <p  est  nul ,  on  a  cos 9  =  1,  et  i 
.vient 

G  =  L-hM; 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  déjà  vu  :  ca 
les  deux  couples  sont  alors  dans  le  même  plai 
et  de  même  sens,  et  ils  se  composent  en  un  seu 
égal  à  leur  somme. 

Si  langle  cp  est  égal  à  deux  droits,  on  ; 
cos  (jp  =  —  I ,  et  il  vient  G  =  L  —  M  ;  ce  qui  doi 
être,  car  les  deux  couples  sont  alors  de  sen 
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contraires,  et  ils  se  composent  en  un  seul  égal 
à  leur  différence. 

Lorsque  cp  est  un  angle  droit,  cos  (p  =  o,  et 
l'on  a  G  =  y/U  -h  M^ ,  comme  ci-dessus. 

Remarque  IV. 

De  la  composition  de  deux  couples,  il  est 
bien  facile  de  s  élever  à  la  composition  de  tant 
de  couples  qu'on  voudra  ,  et  il  est  évident  qu'on 
aura  des  théorèmes  tout  semblables  à  ceux  qui 
regardent  les  simples  forces  autour  d'un  point  : 
cependant  je  crois  devoir  énoncer  et  démon- 
trer comme  théorème  le  corollaire  suivant, 
à  cause  du  grand  usage  qu  on  en  peut  faire  en 
Mécanique. 

Théorème. 

64.  7Voi5  couples  représentés,  pour  leurs  axes 
et  pour  leurs  grandeurs,  par  les  trois  arêtes  conti- 
gués  d'un  parallélipipède ,  se  composent  toujours 
en  un  seul  représenté j  pour  son  axe  et  pour  sa 
grandeur,  par  la  diagonale  de  ce  parallélipipède. 

Soient,  en  effet.  A.. .G  {fig.  aS)  le  parallé-  Fig.  25. 
lipipède;  AL,  AM,  AN,  les  côtés  qui  repré- 
sentent à  la  fois  les  axes  et  les  moments  des  trois 
couples. 

Les  deux  couples  représentés  par  les  deux 
côtés  AL,  AM  du  parallélogramme  ALOM,  se 
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composeront  en  un  seul  représenté,  pour  son 
axe  et  pour  sa  grandeur,  par  la  diagonale  AO  de 
ce  parallélogramme.  Maintenant  ce  couple,  et 
le  troisième  représenté  par  AN ,  se  composeront 
en  un  seul  représenté  par  la  diagonale  AG 
du  parallélogramme  ANGO.  Or  cette  diagonale 
est  en  même  temps  celle  du  parallélipîpède  ; 
donc,  etc. 

65.  On  voit  encore  ici,  par  le  même  raison- 
nement que  celui  du  n^  42 ,  que  si  trois  couples 
agissent  dans  trois  plans  qui  forment  un  angle 
solide  ou  qui  se  coupent  en  un  point  unique , 
ils  ne  peuvent  jamais  avoir  un  couple  résultant 
nul,  à  moins  qu'ils  ne  soient  nuls  en  même 
temps  tous  les  trois. 

Remarque. 

66.  Lorsque  le  parallélipipède  est  rectangu- 
laire, en  nommant  L,  M,  N  les  moments  com- 
posants, et  G  le  moment  résultant,  on  a  mani- 
festement G^  =  L^  -h  M^  +  N^ 

En  désignant  par  X,  fx ,  v  les  trois  angles  que 
la  diagonale,  ou  plutôt  que  Taxe  du  couple 
résultant  fait  avec  les  trois  axes  des  couples 
composants,  on  a 

-,  L  =  GcosX,     M  =  Gcosfx,     N  =  Gcosv; 
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d'où 

L  M  N 

COS  A  =  —^  COS  jUL  =  —  5  COS  V  =  ^• 

Donc ,  s'il  s'agit  de  calculer  le  moment  résul- 
tant G  de  trois  moments  L ,  M ,  N,  dont  les  axes 
sont  rectangulaires,  on  aura  pour  sa  valeur, 

G=  v^L^-f-  M^-f-  N%  et  pourles  angles X,|x,v, 
que  son  axe  fait  avec  les  trois  axes  des  moments 
composants, 

M 

N 


cosv  = 


v/L'-hM'-hN' 


S'il  s'agit ,  au  contraire ,  de  décomposer  un 
couple  G  en  trois  autres,  situés  dans  trois  plans 
rectangulaires  entre  eux ,  ou  dont  les  trois  axes 
soient  rectangulaires,  on  aura,  pour  les  valeurs 
respectives  des  moments  composants, 

L  =  GcosX,     M  =  Gcos/x,     N  =  Gcosv; 

X,  fJL,  V  étant  les  trois  angles  que  Taxe  du  couple 
donné  fait  avec  ceux  des  couples  composants 
cherchés. 

67.  Au  reste,  nous  ne  nous  arrêterons  pas 
sur  ces  détails;  nous  remarquerons  seulement 
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qu'entre  les  sept  quantités  L,  M,  N,  G,  cos  X 
cos  [X ,  cos  V ,  on  a  quatre  équations  qui  sont 

G^  =  L^-hM^-l-N%  L  =  GcosX,M  =  Gcos]ui 

N  =  G  cosv,  au  moyen  desquelles,  connais- 
sant d'ailleurs  trois  de  ces  quantités ,  on  pourra 
déterminer  les  quatre  autres. 

Il  faut  pourtant  excepter  le  cas  où  Ton  ne 
connaîtrait  que  les  trois  angles  X,  ]x,  v;  alon 
on  ne  pourrait  obtenir  que  les  rapports  def 
moments  Ij  ,  M ,  N ,  G. 

CONCLUSION    GÉNÉRALE   DE   CE   CHAPrrRE. 

Composition  des  forces  dirigées  comme  01 
voudra  dans  V espace. 

68.  Soient  tant  de  forces  que  Ion  voudra 
P,  P,,  P,^,  etc.,  appliquées  d'une  manière  quel 
conque  dans  l'espace ,  à  un  corps  ou  systèm 
libre. 

Je  considère  d'abord  l'une  déciles,  la  force 
Fig.  26.  (  jÇgf.  26)  par  exemple ,  qui  est  appliquée  a 
point  B.  Ensuite,  au  point  A,  arbitrairemei 
pris  dans  ce  corps ,  ou  au  dehors  (pourvu  qu'c 
l'y  suppose  invariablement  fixé)  ,  j'appliqi 
deux  forces  contraires  P',  —  P',  égales  et  para 
lèles  à  la  force  P.  Il  est  clair  que  je  n'ai  ri< 
changé  à  1  état  du  syslcme.  Mais  je  puis  cons 
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dérer  maintenant,  au  lieu  de  la  force  P  ap- 
pliquée en  B,  la  force  P'  appliquée  en  A;  et  le 
couple  (P,  —  P')  agissant  sur  la  droite  AB.  Si, 
pour  plus  de  clarté,  on  transporte  ce  couple 
ailleurs,  dans  un  plan  quelconque  parallèle  au 
sien ,  il  ne  restera  au  point  A  que  la  force  P'  égale 
et  parallèle  à  la  force  P,  et  qui  n'est  en  quelque 
sorte  que  cette  même  force  P  qu'on  aurait  trans- 
portée parallèlement  à  elle-même  de  B  en  A. 

Si  Ton  fait  la  même  transformation  pour 
toutes  les  forces  du  système  à  1  égard  du  même 
point  A ,  il  est  manifeste  que  toutes  ces  forces 
viendront  s'y  réunir  parallèlement  à  elles- 
mêmes,  mais  qu'il  y  aura  de  plus,  dans  le  sys- 
tème, autant  de  couples  appliqués  provenant 
de  chaque  transformation.  Or  toutes  les  forces 
appliquées  au  point  A  se  composeront  en  une 
seule  R,  et  tous  les  couples  en  un  seul  couple 
(S,  — S)  (/gf.  127)  appliqué  sur  une  certaine  Fig.  27. 
droite  BC. 

Ce  qui  nous  apprend  que  tant  de  forces  que 
ion  voudra ,  appliquées  d'une  manière  quelconque 
à  un  corps,  peuvent  toujours  se  réduire  à  une  seule 
force  qui  passe  par  un  point  donné  à  volonté ,  et  à 
un  seul  couple,  dont  le  plan  sera,  en  général,  incliné 
à  la  direction  de  la  force. 

Observons,  sur-le-champ,  que  la  quantité, 
la  direction  et  le  sens  de  la  résultante  R  seront 
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toujours  les  tnêmes ,  en  quelque  lieu  qu  on  ait 
pris  le  point  A.  En  variant  la  position  de  ce 
point ,  la  résultante  R  ne  fera  que  se  transporte! 
parallèlement  à  elle-même  en  différents  lieux 
delespace;  mais  le  plan  et  la  grandeur  du  couple 
résultant  (S,  —  S)  changeront  nécessairement. 
Or,  parmi  cette  infinité  de  réductions  rela* 
tives  à  tous  les  points  A  de  lespace,  il  y  en  s 
une  distinguée  de  toutes  les  autres,  en  ce  que  le 
plan  du  couple  résultant  est  perpendiculaire  i 
la  direction  de  la  résultante.  C'est  ce  qu'on  peu' 
démontrer  ici  d'une  manière  très-prompte.  Car 
tout  étant  déjà  réduit  à  la  seule  force-  R  et  ai 
seule  couple  (S,  —  S)  par  rapport  à  un  poin 
connu  A,  imaginez  qu'on  décompose  ce  coupl< 
(S,  — S)  en   deux  autres,   l'un  (T,  — -T)   qu 
tombe  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  direc 
tion  de  la  résultante,  et  l'autre  (V,  -— V)  dai 
un  plan  tjui  passe  par  cette  direction  AR.  f 
dans  ce  plan  ,  où  se  trouvent  à  la  fois  le  coup] 
(V,  —  V)  et  la  force  R,  on  transporte   cet! 
force  parallèlement  à  elle-même  de  A  en  O  d'u 
tel  côté,  et  à  une  telle  distance  AO,  que 
couple  (R,  —  R),  né  de  cette  translation,  se 
égal  et  contraire  au  couple  (V,  —  V)  et  le  d- 
truise ,  il  ne  restera  plus  que  la  seule  force  I 
appliquée  au  nouveau  point  O,  avec  le  sei 
couple  (T,  —  T)  qui  est  dans  un  plan  perpei 
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diculaire  à  la  direction  de  cette  force.  Ainsi , 
tant  de  forces  quon  voudra  sont  toujours  réduc- 
tibles à  une  seule  force  et  à  un  seul  couple  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  force  : 
de  sorte  qu'il  y  a  toujours  dans  Fespace  une 
certaine  droite  déterminée  OR  qui  peut  servir 
à  représenter  tout  à  la  fois  la  direction  de  la 
résultante  et  Taxe  du  couple  résultant. 

Cette  réduction  est  unique  :  je  veux  dire  qu'il 
ny  a  dans  l'espace  aucun  autre  lieu  où  Ion 
puisse  trouver  le  couple  résultant  perpendicu- 
laire à  la  résultante.  Car  maintenant ,  de  quelque 
côté  qu'on  veuille  transporter  la  force  R  hors 
de  sa  position  actuelle  OR ,  elle  produira  un 
couple   (R,— R)    perpendiculaire   au   couple 
(T,  —  T),et  ces  deux  couples,  étant  composés 
en  un  seul ,  donneront  le  nouveau  couple  résul- 
tant nécessairement  incliné  au  couple  (T,  —  T); 
et  même  toujours  plus  grand,  puisque  les  deux 
composants  sont  rectangulaires  entre  eux.  D'où 
Ton  voit,  non-seulement  que  le  couple  (T,  —  T) 
est  le  seul  qui  puisse  être  perpendiculaire  à  la 
direction  de  la  résultante,  mais  qu'il  est  encore 
le  plus  petit  de  tous  les  couples  résultants  qu'on 
peut  trouver  par  rapport  à  tous  les  points  de 
l'espace.  On  voit  en  même  temps  que  ,  pour  des 
points  pris  autour  de  OR,  à  égales  distances  de 
cette  droite,  les  couples  résultants  ont  des  va- 
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leurs  égales,  et  sont  dans  des  plans  différents, 
mais  également  inclinés  à  cet  axe  OR,  qu'on 
peut  ainsi  nommer  Vaxe  central  des  couples  du 
système.  En  s'éloignant  de  cet  axe ,  on  trouve 
des  couples  toujours  plus  grands  et  qui  croissent 
sans  bornes;  mais  ils  ont  tous  cette  commune 
propriété,  que  chacun  d'eux,  estimé  sur  le  plac 
perpendiculaire  à  la  direction  constante  de  h 
force  R,  donne  le  même  couple  (T,  —  T)  :  doÉ 
l'on  voit  que  la  valeur  de  ce  couple  minimua 
s^obtient  tout  de  suite  en  prenant  un  couple  ré- 
sultant quelconque  (S,  — S)  et  le  multipliani 
par  le  cosinus  de  son  inclinaison  au  plan  dont  i 
s  agit. 

Je  ne  présente,  en  passant,  cet  axe  central 
où  se  fait  une  réduction  si  lumineuse  de  toutei 
les  forces  du  système ,  que  pour  éclairer  à  h 
fois  toutes  les  autres  réductions  équivalentes ,  e 
les  grouper,  pour  ainsi  dire,  dans  un  seul  tableat 
où  Ion  en  voit  d'un  coup  d  œil  Tordre  et  la  dé- 
pendance mutuelle. 

On  trouvera  cette  théorie  plus  développée 
dans  notre  Mémoire  sur  les  Moments  et  sur  le 
Aires;  mais  je  dois  me  borner  ici  aux  corollaire 
généraux  qui  importent  le  pins  à  nos  Élément 
de  Statique. 
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Corollaire  I, 

Qui  contient  les  lois  de  iéquilibre  de  tout 
système  libre, 

69.  Un  couple  ne  pouvant  jamais  être  tenu 
CD  équilibre  par  aucune  simple  force  dirigée 
comme  on  voudra  dans  l'espace ,  il  résulte  de 
ce  que  nous  venons  de  dire,  qu'il  ne  pourra 
jamais  y  avoir  équilibre  dans  le  système,  à  moins 
que  la  résultante  R  des  forces  ne  soit  nulle  d'elle- 
même,  et  que  le  moment  du  couple  résultant 
(S,  —  S)  ne  soit  aussi  nul  de  lui-même. 

Ainsi ,  toutes  les  forces  appliquées  au  système , 
étant  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en 
un  point  quelconque  du  système  ou  de  l'espace, 
doivent  s  y  faire  équilibre  entre  elles;  et  tous  les 
couples  quelles  produisent  en  se  transportant  en  ce 
point  doivent  aussi  se  faire  équilibre  entre  eux. 

Remarque. 

70.  Telles  sont,  pour  un  système  libre  quel- 
conque ,  de  forme  invariable ,  les  deux  condi- 
tions d'équilibre  nécessaires  et  suffisantes,  c est- 
à-dire  sans  lesquelles  l'équilibre  ne  pourra 
subsister,  et  telles  qu'il  aura  manifestement  lieu, 
si  elles  sont  remplies. 

Pour   développer   ces    deux   conditions ,   il 
faudra  remonter  à  la  valeur  de  la  résultante  R , 
Statique  P.  6 
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et  à  la  valeur  du  couple  résultant  (S,  —  S)  ei 
conservant  les  lois  qui  lient  la  résultante  à  se 
composantes,  et  le  couple  résultant  aux  couple 
composants ,  faire  ensuite  la  force  R  et  le  coupl 
(S,  —  S)  tous  deux  nuls,  et  voir  quelles  relation 
cela  établit  entre  les  forces  primitives  appli 
quées  au  système.  On  obtiendra  de  cette  ma 
nière  les  conditions  de  Téquilibre,  exprimé! 
au  moyen  des  seules  forces  données  immédif 
tement  par  1  état  de  la  question  ;  ce  qui  est  I 
solution  du  problème  que  nous  avions  en  vue. 
Mais  tous  ces  développements  qui,  d^apn 
les  principes  posés  ci-dessus,  ne  sont  plus  qu'ui 
affaire  de  géométrie  et  de  calcul ,  feront  Tobj 
du  chapitre  suivant. 

Corollaire  II  ^  ^ 

Qui  contient  les  conditions  nécessaires  pour  q 
toutes  les  forces  appliquées  au  système  aient  u 
résultante  unique^  lorsqu'elles  ne  se  font  p 
équilibre, 

71.  Toutes  les  forces  appliquées  au  systèi 
étant  ramenées,  ainsi  que  nous  venons  de 
voir,  à  une  seule  force  et  à  un  couple,  suppose 
que  cette  force  R  et  le  couple  (S,  —  S)  puisse 
se  réduire  à  une  seule  force,  ou ,  si  Ton  vei 
qu'une  force  unique  R'  fasse  équilibre  au  coui 
(S,  —  S)  et  à  la  force  R. 
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Puisqu'il  y  a  équilibre  entre  les  deux  forces 
R ,  R',  et  le  couple  (S,  —  S)^  je  dis  que  les  deux 
forces  R  et  R'  dolveut  former  un  couple  con- 
traire et  équivalent  au  couple  (S,  —  S),  et  situé 
dans  le  même  plan ,  ou  dans  un  plan  parallèle , 
ce  qui  est  ici  la  même  chose. 

Car  il  ne  peut  arriver  que  trois  cas  :  ou  les 
deux  forces  R  et  R'  seront  susceptibles  de  se 
réduire  à  une  seule,  et  alors  cette  force  ne 
pourra  faire  équilibre  au  couple  (S,  —  S)  ;  ou 
elles  se  réduiront  à  une  seule  avec  un  couple, 
et  alors  ce  couple  et  le  proposé  (S,  —  S)  se 
réduiront  à  un  seul ,  qui  ne  pourra  pas  être  en 
équilibre  avec  la  force  ;  ou  bien  enfin  elles  se 
réduiront  à  un  seul  couple,  et  c'est  le  seul  cas 
qui  puisse  arriver. 

11  faut  donc  au  moins  que  les  deux  forces  R 
et  R'  forment  ensemble  un  couple.  Mais  pour 
que  ce  couple  fasse  équilibre  au  couple  (S,  —  S), 
il  est  nécessaire  qu^il  soit  situé  dans  le  même 
plan  ou  dans  un  plan  parallèle,  sans  quoi  ces 
deux  couples  se  composeraient  toujours  en  un 
seul  qui  ne  pourrait  jamais  être  nul  (62),  et  il 
ny  aurait  pas  équilibre.  Donc  la  direction  de 
la  résultante  R  doit  être  parallèle  au  plan  du 
couple  résultant  (S,  —  S)  ;  et  par  conséquent^ 
toutes  les  forces  appliquées  au  sjstème  ne  pourront 
jamais  se  réduire  à  une  seule  y  à  moins  que  la  ré^ 

j6.. 
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suUante  de  ces  forces  transportées  parallèlement  à 
eUes-mémes  en  un  même  points  nait  une  direc^ 
tion  parallèle  au  plan  du  couple  résultant  y  et  cela  y 
en  quelque  lieu  de  i espace  quon  ait  pris  d abord 
le  point  où  ton  a  transporté  toutes  les  forces. 

Cette  condition  est  nécessaire ,  et  il  est  claii 
qu  elle  suffit  en  général  ;  car,  à  moins  que  la 
résultante   R  ne  soit  nulle,   on  sera  toujours 
maître  d'appliquer  au  système   une  force  R 
qui  soit  égale ,  parallèle  et  opposée  à  ta  forci 
R,  et  qui  forme  avec  elle  un  couple  (R,  —  R 
d'un  sens  contraire  à  celui  du  couple  (S,  —  S) 
et  d*un  moment  équivalent.  Cette  force  esti 
mée  en  sens  contraire  sera   la  résultante  gé 
nérale. 

Au  reste ,  on  pourra  prendre  immédiatemei 
cette  résultante  :  car  si  la  force  R  appliquée  e 
A  est  parallèle  au  plan  du  couple  (S,  —  S),  o 
pourra  amener  ce  couple  dans  un  même  plan 
avec  la  force  R ,  et  alors  les  trois  forces  R , 
et  —  S,  étant  dans  le  même  plan,  se  composa 
ront  toujours  en  une  seule  égale  et  parallè 
à  R,  et  qui  sera  la  résultante  unique  de  (ont 
les  forces. 

72.  Dans  le  cas  où  la  force  R  est  égale  à  zér 
il  n  y  a  point  de  résultante  unique.  Car  tout 
les   forces   du  système    sont  réduites  au  se 
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couple  (S,  —  S)  qui  ne  peut  jamais  se  réduire 
à  une  seule  force.  Ainsi,  à  la  condition  précé- 
dente, qui  exige  que  la  force  R  soit  parallèle  au 
plan  du  couple  (S,  —  S),  il  faut  joindre  encore 
celle-ci ,  comme  condition  particulière  :  que  la 
force  R  ne  soit  pas  égale  à  zéro  (  à  moins  qu'il 
n'y  ait  équilibre,  auquel  cas  la  force  résultante 
et  le  couple  résultant  étant  tous  deux  nuls ,  on 
pourrait  dire  qu'il  y  a  une  résultante  unique  qui 
est  zéro,  et  qui  a  d'ailleurs  telle  direction  et 
telle  position  qu'on  veut  dans  l'espace;  mais 
nous  avons  exclu  le  cas  de  l'équilibre). 

Remarque  I. 

73.  Lorsque  le  couple  résultant  (S,  —  S) 
{fig.  28)  et  la  force  R  ne  sont  pas  dans  des  plans  Fig.  28. 
parallèles,  il  n'y  a  jamais  de  résultante  unique. 
Seulement,  en  transportant  le  couple  (S,  ~S) 
parallèlement  à  son  plan ,  on  peut  amener  l'ex- 
trémité B  ou  C  de  son  bras  de  levier  sur  le  point 
A ,  et  alors  les  deux  forces  R  et  S  appliquées  en 
A  se  composent  en  une  seule  T;  et  toutes  les 
forces  du  système  sont  réduites  à  deux  autres  T 
et  —  S  non  situées  dans  le  même  plan. 

Ce  qui  nous  fait  voir  d'abord  que  tant  de 
forces  que  ton  voudra,  dirigées  arbitrairement 
dans  t  espace  y  peuvent  toujours  se  réduire  à  deux 
au  plus  y  non  situées  dans  le  même  plan» 
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Mais  il  est  clair  que  cette  réduction  peut 
avoir  heu  dune  infinité  de  manières,  même 
sans  déplacer  le  point  A  où  1  ou  rassemble  toutes 
les  forces;  car  le  couple  (S,  —  S)  pourrait  être 
changé  en  une  infinité  d'autres  équivalents,  et 
de  plus  tourné  sur  son  axe  dans  une  position 
quelconque,  et  Ton  arriverait  ainsi  à  une  in- 
finité de  systèmes  différents  de  deux  réduites 
non  situées  dans  le  même  plan. 

A  la  vérité,  on  pourrait  choisir ,   entre  ces 
systèmes,  celui  où  l'une  des  forces  serait  per 
pendiculaire  au  plan  du  couple,  et  l'autre  diri- 
gée dans  ce  même  plan  ;  car  imaginez  la  résul 
tante  R  décomposée  en  deux  forces ,   Fune  ^ 
perpendiculaire ,  lautre  U  parallèle  au  plan  di 
couple  (S,  —  S)  :  la  force  U  et  le  couple  parai 
lèle  (S,  —  S)  se  réduiront  toujours  à  une  seul 
U'  égale  et  parallèle  à  U;  et  toutes  les  force 
appliquées  seront  réduites  à  deux  autres  V  t 
U'  de  directions  rectangulaires  dans  l'espace 
Ainsi ,  des  Jorces  quelconques  peuvent  se  réduit 
à  deux  forces  de  directions  perpendiculaires  enb 
elles,  et  dont  l'une  passe  en  un  point  A  donné 
volonté.  Mais  cette  réduction  elle-même,  qi 
souffre  d'ailleurs  une  exception ,  n'a  guère  pli 
d'utilité  que  la  précédente ,  et  nous  ne  nous 
arrêterons  pas  davantage. 
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Remarque  II. 

74.  La  seule  conséquence  qu'il  soit  bon  de 
remarquer  est  cette  autre  proposition  réci- 
proque :  que  deux  forces  non  situées  dans  le 
même  plan  ne  peuvent  jamais  avoir  de  résultante 
unique. 

Et,  en  effet,  on  peut  toujours  supposer  que 
ces  deux  forces  proviennent  d'une  autre  force, 
et  d'un  couple  qui  ne  lui  était  pas  parallèle. 

Mais  si  Ton  veut  voir  la  chose  directement, 
soit  AB  (yîgf.  ag)  la  commune  perpendiculaire  Fig.  m). 
aux  directions  des  deux  forces  P  et  Q  non  si- 
tuées dans  le  même  plan ,  et  dont  aucune  n'est 
supposée  nulle.  Je  transporte  P  parallèlement 
à  elle-même  de  B  en  A,  et  j'ai  deux  forces  P' 
et  Q  appliquées  au  même  point  A ,  et  un  couple 
(P,  —  P')  appliqué  sur  AB.  Or,  au  point  A ,  les 
forces  P'et  Q  qui,  par  hypothèse,  font  entre 
elles  un  certain  angle  QAP',  se  composent  en 
une  seule  R  dirigée  dans  Tintérieur  de  cet  angle. 
Mais  cette  force  R  ne  peut  être  parallèle  au 
plan  du  couple  (P,  —  P'),  puisqu'elle  fait  avec 
ce  plan  un  angle  BAP'  qui  ne  peut  jamais  être 
nul,  à  moins  que  Q  ne  soit  nulle,  ce  qui  est 
contre  la  supposition.  Donc  (71)  les  deux  forces 
P  et  Q  non  situées  dans  le  même  plan  ne  peu- 
vent jamais  avoir  de  résultante  unique  ;  propo- 


88  •       ÉLÉMENTS 

sition  qu^oD  regarde  ordioairement  comme  évi 
dente ,  mais  qui  avait  besoin  d  être  démontrée 

Remarque  III. 

75.  C'est ,  au  reste ,  le  seul  cas  général  o' 
Ton  puisse  assurer  que  des  forces  ne  sont  ps 
réductibles  à  une  seule;  car,  dès  que  l'on  con 
sidère  seulement  trois  forces,  il  résulte  de  notr 
théorie  quelles  peuvent  avoir  une  résultant 
unique  y  quand  bien  même  il  ny  aurait  aucun 
rencontre  entre  les  directions  de  ces  trois  force 
dans  Fespace. 

Soient,  en  effet,  trois  forces  P,  Q,  R,  que  j 
suppose ,  deux  à  deux  ,  non  situées  dans  1 
même  plan ,  ou  même  telles  que ,  s'il  y  en  ava 
deux  dans  un  même  plan,  lautre  ne  fttt  en  mena 
plan  ni  avec  la  première ,  ni  avec  la  seconde. 

Je  choisis  deux  de  ces  forces  P  et  Q  qui  r 
soient  pas  situées  dans  un  même  plan,  et  je  L 
imagine  transportées  en  un  même  point  A  pr 
sur  la  direction  de  la  troisième  force  R.  G' 
deux  forces  P  et  Q  viennent  s'y  composer  c 
une  seule  V ,  et  donnent  deux  couples  qui 
composent  en  un  seul  (S ,  —  S);  et  le  plan  < 
ce  couple  ne  passe  point  par  la  direction  A 
de  la  force  V  (  74). 

Gela  posé ,  si  la  résultante  des  deux  fore 
V  et  R ,  appliquées  en  A ,  se  trouvait  dans 
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plan  du  couple  (S,— S)  qui  passe  au  même 
point,  les  trois  forces  proposées  P,  Q,  R  se- 
raient réductibles  à  une  seule  (71).  Or,  sans 
changer  la  direction  de  la  force  R,  on  peut 
disposer  du  sens  et  de  la  grandeur  de  cette  force 
de  manière  que  la  résultante  de  V  et  R  tourne 
autour  du  point  A  dans  le  plan  de  ces  deux 
forces,  et  se  dirige  suivant  l'intersection  de  ce 
plan  avec  celui  du  couple  (S,  —S),  et  tombe 
ainsi  dans  le  plan  même  de  ce  couple.  Donc,  en 
prenant  convenablement  la  grandeur  et  le  sens 
de  Tune  des  trois  forces,  P,  Q,  R,  sans  rien 
changer  à  leurs  positions  mutuelles ,  on  peut  en 
général  rendre  ces  trois  forces  réductibles  à  une 
seule. 

Je  dis  en  général,  parce  qu'il  y  a  un  cas  par- 
ticulier où  la  chose  ne  pourrait  avoir  lieu  en 
supposant  qu'il  y  eût  un  certain  rapport  donné 
entre  P  et  Q,  et  qu'on  s'astreignît  à  ne  faire  va- 
rier que  la  quantité  de  la  troisième  force  R  :  car, 
si,  par  ce  rapport  de  P  à  Q ,  il  arrivait  que  Tin- 
tersection  du  plan  VAR  avec  le  plan  du  couple 
fût  la  direction  même  AR  de  cette  troisième 
force,  on  ne  pourrait  faire  prendre  à  la  résul- 
tante de  V  et  R  la  direction  AR,  sans  faire  la 
composante  R  infinie  ,  ce  qui  est  impossible. 

Mais,  dans  ce  cas  particulier,  que  Ion  com- 
mence par  changer  le  rapport  des  deux  forces 
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P et  Q ,  OU  simplemeDt  le  sens  de  lune  d elles , 
et  le  couple  (S ,  —  S)  qui  résultera  de  leur  trans- 
lation au  point  A  ne  passera  plus  par  la  direction 
de  la  troisième  force  R  :  car,  si  le  plan  de  ce 
couple  passait  encore  par  la  même  droite  AR ,  il 
s'ensuivrait  que  AR  est  la  commune  section  des 
deux  plans  où  sont  situés  les  couples  qui  com- 
posent (S,  —  S),  et  qu'ainsi  la  force  R  est  à  la 
fois  dans  un  même  plan  avec  P,  et  dans  un  même 
plan  avec  Q  ;  ce  qui  est  contre  Thypothèse. 

Ainsi,  quand  de  trois  forces  P,  Q,  R,  on  n'en 
peut  trouver  tout  au  plus  que  deux  qui  soient  situées 
en  même  plan ,  il  est  toujours  possible  de  rendre 
ces  trois  forces  réductibles  à  une  seule,  sans  rien 
changer  à  leurs  directions  dans  r  espace. 

Le  seul  cas  où  Ton  puisse  dire  de  trois  forces 
que  leur  position  seule  les  rend  toujours  irré- 
ductibles ,  est  celui  où ,  en  regardant  ces  forces 
deux  à  deux,  on  ne  trouve  qu'une  combinaison 
qui  présente  deux  forces  non  situées  en  même 
plan.  Dans  une  telle  position,  quels  que  soient 
les  rapports  de  grandeur  qu'on  veuille  donnera 
ces  forces ,  on  ne  les  rendra  jamais  capables  de 
se  réduire  à  une  seule. 

Remarque  IV. 

76.  Comme  il  parait  incontestable  qu'ui 
couple  ne  peut  être  en  équilibre  autour  d'ui 
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point  fixe  y  par  exemple  autour  du  milieu  de 
son  bras  de  levier,  remarquons  cette  différence 
entre  l'équilibre  de  plusieurs  forces  appliquées 
à  un  corps  assujetti  à  tourner  autour  d'un  point 
fixe,  et  l'équilibre  de  plusieurs  couples  qui  se- 
raient appliqués  au  même  corps. 

Dans  le  premier  cas,  il  n'est  pas  nécessaire 
que  les  forces  aient  une  résultante  nulle  d  elle- 
même;  il  suffit  quelles  aient  une  résultante  qui 
passe  par  le  point  fixe  où  elle  sera  détruite. 

Mais,  dans  le  second,  il  faut  nécessairement 
que  les  couples  appliqués  au  corps  donnent  un 
couple '  résultant  nul  de  lui-même,  comme  s'il 
n'y  avait  pas  de  point  fixe  dans  le  corps;  car, 
si  ce  couple  n'est  pas  nul  de  lui-même,  en  le 
transportant,  pour  plus  de  clarté,  de  manière 
que  le  milieu  de  son  bras  de  levier  vienne 
tomber  au  point  fixe,  il  est  évident  que  ses  deux 
forces  ne  pourront  être  en  équilibre  autour  de 
ce  point. 

Et  il  est  encore  évident  qu'elles  ne  seraient 
pas  en  équilibre,  quand  bien  même  il  y  aurait 
dans  le  corps  un  axe  fixe,  pourvu  que  le  plan 
du  couple  ne  passât  point  par  cet  axcj  ou  ne 
fût  point  parallèle  à  sa  direction ,  ce  qui  revien- 
drait au  même  (49). 

Ainsi ,  lorsque  différents  couples,  situés  comme 
ott  voudra  dans  l'espace ,  sollicitent  un  corps  ou 
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système  assujetti  à  tourner  autour  d'un  point  fixe, 
les  conditions  de  r équilibre  sont  absolument  les 
mêmes  que  si  le  corps  était  parfaitement  libre. 

Et  la  même  chose  a  Heu  dans  le  cas  d'un  axe 
fixe,  si  les  couples  appliqués  sont  tellenien( 
disposés  qu'ils  ne  puissent  jamais  donner  ur 
couple  résultant  parallèle  à  cet  axe  ;  ce  qu'oi 
ne  peut  assurer  d'une  manière  générale  qu< 
lorsque  tous  les  couples  sont  dans  des  plans  ps 
rallèles  qui  rencontrent  Taxe  fixe  en  le  coupan( 
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CHAPITRE  IL 

DES  CONDITIONS  DE  L'ÉQUILIBRE. 


77.  Nous  venons  de  voir  (68)  qu'on  peut 
transformer  chaque  force  P  [fig.  26)  qui  agit  Fig.  a6. 
sur  un  système  en  un  certain  point  B,  en  une 
autre  force  P'  égale,  parallèle  et  de  même  sens, 
appliquée  en  un  autre  point  A  pris  à  volonté 
dans  Tespace,  et  en  un  couple  (P,  —  P)  appli- 
qué sur  AB,  et  dont  l'énergie  est  mesurée  par  le 
moment  P  X  Al,  AI  étant  une  perpendiculaire 
abaissé  du  point  A  sur  la  direction  de  la  force  P; 
que,   de  cette  manière,   le  système  peut  être 
considéré  comme  sollicité  par  la  résultante  de 
toutes  les  forces  qui  se  seraient  en  quelque  sorte 
transportées  parallèlement  à   elles-mêmes   au 
point  A,  et  par  le  couple  résultant  de  tous  les 
couples  qui   naissent  de  ces  transformations. 
Nous  avons   vu   que,   pour    l'équilibre,    cette 
résultante  et  le  moment  du   couple   résultant 
doivent  être  nuls  tous  les  deux  à  la  fois. 
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Nous  pourrions  développer  sur-le-champ  ce» 
deux  conditions  dans  le  cas  général  d'un  corps 
ou  système  sollicité  par  tant  de  forces  que  Ton 
voudra  dans  l'espace,  et  déduire  de  là  les 
conditions  de  1  équilibre  dans tousles  cas  parti- 
culiers qui  peuvent  se  présenter;  mais,  comme 
notre  marche  doit  toujours  être  uniforme  dans 
le  courant  de  ce  chapitre,  ou  plutôt  comme 
elle  n'offrira  qu'une  même  et  continuelle  appli- 
cation d  un  même  principe,  nous  aimons  mieux 
passer  en  revue  plusieurs  questions  simples, 
avant  que  de  traiter  la  question  générale.  Gels 
nous  fournira  d'ailleurs  1  occasion  de  répandre 
plusieurs  propositions  sur  les  moments,  dont  or 
fait  beaucoup  d'usage  dans  la  Statique. 

Une  fois  parvenu   au  théorème  général  di 
'  l'équilibre,  on  pourra  s'y  arrêter,  et  Ton  y  trou 
vera  comprises  toutes  les  propositions  qui  au- 
ront été  précédemment  expliquées. 

I. 

De  l'équilibre  des  forces  parallèles  qui  sont  située 
dam  un  même  plan, 

Fig.  30.  78.  Soient  P,  P',  P",  P"  {fig.  3o),  etc.,  le 
différentes  forces  parallèles.  D'un  point  A  pris  oi 
Ton  voudra  dans  leur  plan ,  abaissons  une  pei 
pendiculaire  commune  sur  leurs  directions  i 
qui  les  coupe  aux  points  respectifs  B,  G,  D,  eU 
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ConsidéraDt  d  abord  la  force  P,  j'applique  au 
point  A  deux  forces  contraires  P,  —  P,  égales 
et  parallèles  à  la  première;  ainsi,  j ai,  au  lieu 
de  la  simple  force  P  appliquée  en  B,  une  force 
égale  et  parallèle  appliquée  en  A ,  et  un  couple 
(P,  —  P)  agissant  sur  AB  et  dont  le  moment  est 
Px  AB.  Je  subslitue  de  même,  au  lieu  de  la 
force  P'  appliquée  en  C,  une  force  égale  et 
parallèle  et  de  même  sens  appliquée  en  A, 
et  un  couple  (P',  —  P')  appliqué  sur  AC  et 
dont  le  moment  est  P  X  AG  ;  de  même  pour 
la  force  P",  etc. 

Si 9  pour  plus  de  clarté,  on  transporte  tous 
les  couples  ailleurs  dans  le  même  plan,  il  ne 
restera  au  point  A  que  les  forces  P,  P',  P",  etc., 
égales  et  parallèles  aux  forces  primitives  appli- 
quées en  B,  G,  D,  etc. ,  et  de  même  sens. 

Or,  pour  qu'il  y  ait  équilibre ,  il  faut,  1".  que 
la  résultante  des  forces  appliquées  en  A  soit 
nulle  d'elle-même.  Mais  toutes  ces  forces  agis- 
sant dans  une  même  direction,  leur  résultante 
estégale  à  leur  somme  (  *),  et,  par  conséquent, 
l'on  aura 

P  -+-  P'  -4-  P"  H-  etc.  =  o, 

première  équation  de  l'équilibre. 

(*)  Il  faut  prendre  ce  mot,  ici  et  ailleurs ,  dans  le  sens 
de  la  remarque  suivante  (79). 
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a^.  Il  faut  que  le  moment  résultant  de  tous  les 
moments  des  couples  soit  aussi  nul  de  lui-même. 
Mais  ce  moment  résultant  est  égal  à  la  somme 
des  moments  composants,  puisque  tous  les 
couples  sont  dans  un  même  plan.  Donc,  en 
nommant,  pour  abréger,  p,  p',  ^\  etc. ,  les  bras 
de  levier  respectifs  AB,  AG,  AD,  etc.,  on  aura 

Pp  +  P'p'-f-PV+etc.  =  0, 

seconde  équation  de  l'équilibre. 

Remarque. 

79.  Il  est  clair  que  dans  la  première  équa- 
tion ,  si  Ton  regarde  les  forces  qui  tirent  dans 
un  même  sens  comme  positives,  il  faut  re- 
garder celles  qui  tirent  dans  le  sens  contraire 
comme  négatives.  Nous  regarderons  désormais 
comme  positives  les  forces  telles  que  F'  qui 
tirent  au-dessus  de  la  droite  AD ,  et,  par  consé- 
quent, comme  négatives  les  forces  telles  que 
P,  P",...  qui  tirent  au-dessous;  et  de  cette  ma- 
nière on  pourra. dire  que  la  somme  des  forces 
doit  être  nulle  pour  Téquilibre. 

Pour  les  lignes  des  moments  P/>,  P'/?',...,  de 
la  seconde  équation,  il  faut  faire  attention  à 
deux  choses:  i*'  au  signe  de  la  force;  2^ au  signe 
du  bras  de  levier. 

Supposons,  en  effet,   que  la  force  P,  sanj 
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cesser  cl*agirdu  même  côté  du  point  A,  Vienne 
à  changer  de  signe;  il  est  clair  que  le  couple 
nouveau  qu  elle  produira  à  1  égard  du  point  A 
sera  d'un  sens  contraire  à  celui  du  premier: 
ainsi,  le  moment  Pp  change  de  signe ^  lorsque 
la  force  P  en  change. 

Concevons  maintenant  que  la  force  P,  sans 
changer  de  signe,  vienne  à  agir  au  point  B'  de 
lautre  côté  du  point  A.  Il  est  visible  que  le 
couple  nouveau  qu'elle  produira  à  legard  du 
point  A  sera  d'un  sens  contraire  à  celui  du  pre- 
mier, et,  par  conséquent,  le  moment  Pp  change 
de  signe  lorsque  le  seul  bras  de  levier  p  en 
change. 

Donc ,  en  prenant  les  bras  de  levier  tels  que 
AB,  qui  sont  à  droite  du  point  A  comme  positifs, 
par  exemple ,  il  faudra  prendre  les  bras  de  le- 
vier tels  que  AB'  qui  tomberaient  à  gauche, 
comme  négatifs;  et  l'on  pourra  toujours  dire 
que  la  somme  des  moments  doit  être  nulle  en 
donnant  des  signes  convenables  aux  forces  et 
aux  bras  de  levier. 

Corollaire, 

80.  Supposons  que  les  forces  P,  P',  P",  etc., 
ne  soient  pas  en  équilibre ,  mais  qu  elles  aient  une 
résultante  unique  R,et  que,  par  conséquent,  ■— R 
soit  une  force  capable  de  leur  faire  équilibre. 

Statique  P.  7 
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Les  deux  équations  précédentes  devront  avoir 
Tieu  si  Ton  y  fait  entrer  la  force  —  R.  On  aura 
donc  d'abord 

p  4_  p/ +  p  ' -f.  etc.  -R  =  o, 
ou  bien, 

R  =  P-4-P'-f-P' -+.etc.; 

ce  qui  veut  dire  que  la  résultante  est  égale  à  la 
somme  des  composantes ,  comme  nous  le  savions 
déjà. 

En  second  lieu ,  si  Ion  nomme  r  la  distance 
de  la  résultante  au  point  A  ,  on  aura 

Pp  -h  P'//  +  P>"  4-  etc.  -  Rr  =  o , 

ou  bien, 

nr=Pp-h  P'/)'  +  Py  +  etc. 

Ce  qui  nous  fait  voir  que  le  produit  de  la  ré- 
sultante, par  sa  distance  r  à  un  point  quel- 
conque A  pris  dans  le  plan  des  forces,  est  égal 
à  la  somme  de  tous  les  produits  semblables  des 
composantes  par  leurs  distances  respectives  à 
ce  même  point. 

En  divisant  cette  équation  par  R,  et  mettant 
à  la  place  de  cette  quantité  sa  valeur  P  -f-  P' 
4-  P"  4-  etc.,  on  aura 


_  P/:>-hP>^-f-P>^^-hetc. 
^"^        P4-P'-f-P'  -hetc. 
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Ce  qui  donnera  la  distance  de  la  résultante 
au  point  A,  et,  par  conséquent,  fera  connaître  sa 
position,  puisque  Ton  sait  d ailleurs  quelle  doit 
être  parallèle  aux  composantes. 

Remarque. 

81.  liCS  produits  Pp,P'p',  etc.,  sont  ce  que 
Ion  nomme   ordinairement   les    moments   des 
forces;  mais  on  n  attache  pas  au  mot  de  moment 
d  autre  idée  que  celle  d'un  simple  produit,  qui 
résulte  de  deux  nombres  ,  dont  Tun  exprime  la 
force  et  l'autre  sa  distance  à  un  point  :  au  lieu 
que  le  moment  est  pour  nous  la  mesure  d  une 
force   particulière,   c'est-à-dire  de  l'effort  du 
couple  qui  provient  de  la  force  ,  lorsqu'on  la 
transporte  parallèlement  à  elle-même  au  point 
que  l'on  considère.  Mais  comme  ici ,  et  dans  la 
plupart  des  Ouvrages  de  Statique,  le  moment 
exprime  une  même  quantité  numérique,  à  la 
différence  près  de  l'idée  que  nous  y  joignons , 
nous  avons  cru  devoir  conserver  ce  mot ,  qui  est 
consacré  par  l'usage  et  qui  rend  d'ailleurs  assez 
bien  notre  idée,  puisque  le  mot  latin  momentum, 
d'où  vient  moment,  veut  dire  aussi  poids,  force, 
ou,  plus  exactement ,  ce  que  vaut  une  force  à 
raison  de  sa  grandeur  et  du  bras  de  leiner  par 
lecjuel  elle  agit, 

1'* 
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Au  resle,  lorsque  nous  ne  voudrons  parler 
que  du  simple  produit  numérique  dune  force 
par  sa  distance  à  un  point ,  à  un  axe  perpendi- 
culaire ,  ou  à  un  plan  parallèle  à  sa  direction , 
nous  dirons  aussi  le  moment  de  la  force  par 
rapport  au  point ,  ou  à  1  axe  ,  ou  au  plan  paral- 
lèle; el  cela  n'introduira  aucune  équivoque  dans 
le  discours,  puisque  Ton  pourra  entendre  si  Ton 
veut,  parce  produit,  le  moment  du  couple  qui 
naîtrait  de  la  force  transportée  parallèlement  à 
elle-même  au  point,  ou  sur  Taxe  ,  ou  dans  le 
plan  que  Ion  considère. 

De  cette  manière  Téquation  précédente 

Rr  =  P/?  -f-  P'p'  -4-  Py  4-  etc. 

peut  s'exprimer  ainsi  : 

La  somme  des  moments  de  tant  de  forces  parât 
lèles  quon  voudra ,  par  rapport  à  un  point  quel 
conque  de  leur  plan,  est  égale  au  moment  de  leu 
résultante  par  rapport  au  même  point;  ce  qui  ei 
le  théorème  connu  des  moments,  pour  les  force 
parallèles  qui  sont  situées  dans  un  même  plan. 
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II. 

De  i équilibre  des  forces  parallèles  qui  agissent  sur 
différents  points  d'un  corps  dans  l'espace. 

82.  Soient  P,  P',  P%  etc.  {fig.  3i),  lesdiffé-  Fig.  i.. 
rentes  forces  parallèles.  Je  mène  à  volonté  deux 
plans  ZAY,  ZAX ,  parallèles  aux  directions  des 
forces,  et  qui  se  coupent  suivant  AZ  à  angle 
droit  lun  sur  l'autre ,  pour  plus  de  siraj)lîcité. 
Gela  posé ,  considérant  d  abord  la  force  P  ap- 
pliquée en  B,  j'abaisse  une  perpendiculaire  BH 
sur  la  commune  intersection  AZ,  et  appliquant 
en  H  deux  forces  contraires  P,  —  P  égales  et  pa- 
rallèles à  la  première,  je  considère ,  au  lieu  de  la 
force  P  appliquée  en  B ,  une  force  égale  et  pa- 
rallèle et  de  même  sens  appliquée  en  H,  et  un 
couple  (P,  —  P)  agissant  sur  BH.  Si  Ton  fait  la 
même  transformation  pour  les  autres  forces 
P',  P",  etc.,  et  que,  pour  plus  de  clarté ,  on  con- 
çoive tous  les  couples  transportés  ailleurs ,  cha- 
cun dans  son  plan,  il  ne  restera  dans  l'axe  AZ  que 
les  forces  P,  P',  P",  etc.,  respectivement  égales 
et  parallèles  aux  forces  primitives,  et  de  même 
sens. 

Or  la  première  condition  de  Téquilibre  est 
que  la  résultante  de  toutes  ces  forces  soit  nulle 
d'elle-même;  et  comme  elles  agissent  dans  une 
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même  droite ,  leur  résultante  est  égale  à  leur 
somme  ;  et ,  par  conséquent ,  il  faut  qu  ou  ait 

P-f-P'^-P"-hetc.=:o. 

La  seconde  condition  de  l'équilibre  est  que  le 
moment  résultant  de  tous  les  moments  des  cou- 
ples soit  aussi  nul  de  lui-même.  Mais  ce  mo- 
ment résultant  ne  se  trouve  pas,  comme  tout 
à  rheure^  en  ajoutant  les  moments  composants, 
car  les  couples  ne  sont  pas  dans  un  même  plan 
ni  dans  des  plans  parallèles. 

Pour  lobtenir,  considérant  d abord  le  couple 
(P,  —  P),  que  je  suppose  ramené  dans  sa  pre- 
mière position  sur  BH,  j'abaisse  du   point  E 
deux  perpendiculaires  6G ,  BI  sur  les  deux  plans 
ZAY,  ZAX;   et  achevant  le  parallélogrammi 
BGHI ,  je  décompose  le  couple  (P,  —  P)  appli 
que  sur  la  diagonale  BH,  en  deux  autres,  com 
posés  de  forces  égales,  mais  appliqués  respec 
tivement  sur  les  deux  côtés  Hl  et  GH  (58) 
Ainsi ,  en  nommant  xetj  ces  lignes ,  ou  leur 
égales  BG  et  BI ,  le  moment  proposé  P  x  BI 
sera  décomposé  en  deux  autres  Pa,  Pj^  situi 
dans  les  plans  respectifs  ZAX,  ZAY. 

Si  Ion  nomme  de  même  .r'  et  ^'  les  deo 
perpendiculaires  abaissées  du  point  d'applici 
tion  de  la  force  P'  sur  les  deux  plans,  le  me 
ment  du  couple  (P',  —  P')  pourra  se  décompoS( 
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daos  ces  deux  plans  en  deux  moments  P'a', 
P'j';  et  ainsi  de  suite  pour  tous  les  couples. 

Mais  les  moments  qui  sont  dans  le  plan  ZAX 
se  réduiront  à  un  seul  L ,  égal  à  leur  somme 
Px  -f-  P'jc'  +  P"x*'  +  etc.;  tous  ceux  qui  seront 
dans  le  plan  ZAY  se  réduiront  de  même  à  un 
seul  M  égal  àleursomme  P/-4-Py-f-P'y'-hetc., 
et  ces  deux  moments  résultants  L  et  M  se  com- 
poseront enfin  en  un  seul  G  qui  sera  le  moment 
total  :  donc  il  faudra ,  pour  l'équilibre ,  qu  on 
ait  G  =  o.  Mais  les  deux  moments  L  et  M ,  étant 
situés  dans  des  plans  qui  se  coupent ,  ne  peu- 
vent jamais  donner  un  moment  résultant  nul , 
à  moins  qu'ils  ne  soient  nuls ,  chacun  en  parti- 
culier (62)  ;  et  j  partant,  la  seconde  condition 
générale  de  l'équilibre  G  =  o  exige  ces  deux 
équations  :  L  =  o,  M  =  o ,  c'est-à-dire , 

Px  4-  P'x'  -f-  P"x"  -f-  etc.  =  o , 

Pj-f-  P'jr'  •+-  vy  4-  etc.  =  o. 

Ce  qui  nous  fait  voir  que,  powr  r équilibre  d'un 
(jroupe  de  forces  parallèles ,  il  faut  ces  trois  condi- 
tions particulières  :  que  la  somme  de  toutes  les 
forces  soit  nulle  ^  et  que  la  somme  de  leurs  mo- 
ments ,  pris  par  rapport  à  deux  plans  qui  se  cou* 
peut  suivant  une  parallèle  à  la  direction  de  ces 
forces,  soit  nulle  d'elle-même  pour  chacun  de  ces 
flnix  plans. 
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Remarque, 


83.  Dans  les  équations  précédentes  ,  nous  re-r 
garderons  comme  positives  les  forces  qui  tirent 
de  bas  en  haut,  et,  par  conséquent,  comme  né- 
gatives celles  qui  tirent  dans  le  sens  contraire. 

Pour  les  signes  des  moments ,  il  est  clair  qu^ils 
changent  en  même  temps  que  ceux  des  forces. 
Mais,  d'un  autre  côlé,  si  une  force  telle  que  P. 
sans  changer  de  signe,  vient  à  agir  en  B^  de 
l'autre  côté   du  plan  ZAX  ,  elle  produira  ur 
couple  d'un  sens  contraire  à  celui  du  premier 
et ,  par  conséquent ,  le  moment  change  encon 
de  signe  lorsque  le  seul  bras  de  levier  en  change 
Donc,  si,  par  rapport  à  un  plan,  on  regarde  le 
bras  de  levier  qui  tombent  d'un  côté  comm 
positifs,  il  faudra  regarder  ceux  qui  tombée 
de  l'autre  côté  comme  négatifs;  et  l'on  pourc 
toujours  dire  que  la  somme  des  moments  ei 
nulle ,  en  donnant  des  signes  convenables  aq 
forces  et  aux  bras  de  levier. 

Corollaire  I. 

84.  Supposons  que  les  forces  P,  P',  P",  etc 
ne  soient  pas  en  équilibre ,  mais  qu'elles  aiei 
une  résultante  unique  R,  et  que,  par  conséquen 
—  R  soit  une  force  capable  de  leur  faire  équ 
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libre.  Les  trois  équations  précédentes  devront 
avoir  lieu  en  y  introduisant  la  force  —  R.  On 
aura  donc  dabord 

ce  qui  donne  la  valeur  de  la  résultante. 

Si  l'on  nomme  ensuite  p  et  q  les  distances 
respectives  de  cette  résultante  aux  deux  plans 
ZAY,  ZAX  ,  on  aura 

Rp  =  Px  4-  P'x'  4-  P\r  '  -f.  etc., 
Rqf  =  Pj  4-  P'j'  4-  Py  -f-  etc.  ; 

doù,  en  mettant  pour  R  sa  valeur,  on  tire 


P  = 


P-+-P'-+-P"-+-etc. 


_   Pr-f-P>^  +  Py -f-etc. 
9  P4-p'-|.p"^etc.        ' 

ce  qui  donnera  les  distances  de  la  résultante  à 
deux  plans,  et  fera  connaître  sa  position  dans 
l'espace;  car,  si  Ton  mène  aux  deux  distances 
trouvées ,  deux  plans  respectivement  parallèles 
aux  premiers,  la  direction  de  la  résultante,  qui 
doit  se  trouver  à  la  fois  dans  ces  deux  plans,  ne 
^era  autre  chose  que  leur  intersection  même. 

85.  On  voit  que  les  équations  précédentes 
nous  fournissent  ces  deux  conséquences  ,  qu  on 
peut  énoncer  ainsi,  conformément  à  Tusaf^e  : 
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La  somme  des  moments  de  tant  de  forces  parai' 
lèles  que  ion  voudra ,  par  rapport  à  un  plan  quel" 
conque  parallèle  à  leurs  directions ,  est  égale  au 
moment  de  leur  résultante. 

Et  la  distance  de  la  résultante  à  ce  plan  est 
égale  à  la  somme  des  moments  des  forces,  divisée 
par  la  somme  de  toutes  les  forces. 

Corollaire  II, 
Du  centre  des  forces  parallèles. 

86.  Puisque  le  centre  des  forces  parallèles 
est  situé  sur  la  direction  de  la  résultante,  il 
est  clair  que  la  distance  de  ce  centre  à  un  plan 
quelconque  parallèle  aux  forces  se  trouvera 
comme  la  distance  de  la  résultante  à  ce  plan: 
c*est-à-dire  en  divisant  la  somme  des  moments, 
par  rapport  au  plan,  par  la  somme  de  toutes 
les  forces. 

Si  1  on  veut  avoir  ensuite  la  distance  de  ci 
centre  à  un  plan  quelconque ,  on  concevra  qui 
les  forces ,  sans  changer  de  grandeur,  sans  cessej 
d'être  parallèles  et  de  passer  aux  mêmes  points 
soient  tournées  toutes  parallèlement  à  ce  nou 
veau  plan;  et  Ton  aura  pour  cette  seconde  dis 
tance  la  somme  des  nouveaux  moments  divisé 
par  la  somme  de  toutes  les  forces. 

On  fera  la  morne  opération  poiunu  troisièm 
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plan  ;  et  si  Ton  mène  alors  aux  trois  distances 
trouvées ,  trois  plans  respectivement  parallèles 
'    aux  trois  premiers,  le  centre  des  forces  devant 

se  trouver  à  la  fois  dans  ces  trois  plans  sera 

déterminé  par  leur  intersection. 

87.  Si  toutes  les  forces  étaient  égales  et  de 
même  sens,  l'expression 

P-f-P'4-P"+ etc. 

qui  donne  la  distance  du  centre  à  un  plan  quel- 
conque, deviendrait 

Par  -+-  Pa:' 4-  P.r '' -h  etc.         x -\- x'  -^  x''  -{-  etc. 


■  etc. 


n  étant  le  nombre  des  forces  parallèles. 

Ainsi,  la  distance  du  centre  au  plan  serait 
égale  à  la  somme  des  distances  de  tous  les  points 
d^application ,  divisée  par  leur  nombre,  ou,  si 
l'on  veut ,  égale  à  la  moyenne  distance  de  tous 
les  points  d'application  :  doù  l'on  voit  que, 
dans  le  cas  où  les  forces  sont  égales ,  le  centre 
des  forces  est  un  point  dont  la  position  ne  dé- 
pend plus  que  de  la  figure  formée  par  les  points 
d'application. 
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m. 

De  r  équilibre  des  forces  qui  agissent  dans  un  même 
plan  suivant  des  directions^  quelconques. 

Fig.  32.  88.  Soient  P',  P%  P'\ etc.  {fig.  Sa),  les  diffé- 
rentes  forces  situées  d'une  manière  quelconque 
dans  un  même  plan.  D'un  point  quelconque 
A  pris  dans  ce  plan ,  abaissons  sur  leurs  direc- 
tions respectives  des  perpendiculaires  AB,  AC, 
AD ,  etc. ,  qui  les  rencontrent  en  B,  G ,  D ,  etc., 
et  nommons  p\  p'\p'\  etc.,  ces  perpendicu- 
laires. 

Il  est  clair  que  la  force  P'  pourra  se  décom- 
poser en  une  autre  égale ,  parallèle  et  de  même 
sens  appliquée  en  A,  et  un  couple  dont  le  mo- 
ment sera  P' x  AB,  ou  V'p\  De  même  h 
force  P"  se  décomposera  en  une  autre  égale 
parallèle  et  de  même  sens,  appliquée  en  A,  e 
en  un  couple  dont  le  moment  sera  P"  X  AC 
ou  V"p''  ;  et  ainsi  de  suite  pour  toutes  les  autre 
forces  P'^  etc* 

Or,  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  que  1 
résultante  de  toutes  les  forces  appliquées  en  i 
soit  nulle  d'elle-même ,  et  que  le  moment  résul 
tant  de  tous  les  moments  \"p\  V"p%  P'"p'\  etc 
soit  aussi  nul  de  lui-même. 
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Cette  dernière  condition  est  très-facile  à-ex- 
primer,  car  tous  les  couples  étant  dans  un  même 
plan ,  le  couple  résultant  est  égal  à  la  somme 
des  couples  composants,  et  Ton  a  sur-le-champ 

P'p'  -hVy  +  P"p"  -f-  etc.  =  G. 

Pour  exprimer  Fautre  condition,  imaginons 
qu'on  décompose  les  forces  P',  P",  P'",  etc.,  ap- 
pliquées en  Â ,  chacune  en  deux  autres  suivant 
deux  lig^nes  quelconques  AX,  AY  qui  se  cou- 
pent en  A  dans  le  plan  des  forces.  Nommons 
X'  et  Y'  les  deux  composantes  de  P'  suivant  les 
axes  respectifs  AX,  AY;  de  même,  X",  Y'',  X'^, 
Y*',  etc.,  les  composantes  analogues  des  autres 
forces  P",  P'*',  etc.,  suivant  les   mêmes  axes. 
Toutes  les  forces  X',  X",  X*',  etc.,  étant  dans  une 
même  droite  AX,  se  composeront  en  une  seule 
X=X'  +  X"-|-X'"  4-  etc.;  de  même,  les  forces 
Y',  Y'',  Y*',  etc.,  se  composeront  en  une  seule 
Y  =  Y'+  Y^'^-  Y'^H-  etc.,  et  ces  deux  résultantes 
partielles  se  composeront  en  une  seule  R  qui 
sera  la  résultante  générale.  Il  faudra  donc  ,  pour 
I  équilibre,  qu'on  ait  R  =  o.  Mais  les  deux  forces 
X  et  Y ,  agissant  suivant  deux  lignes  qui  se  cou- 
pent, ne  peuvent  donner  une  résultante  nulle, 
à  moins  quelles  ne  soient  nulles  elles-mêmes, 
chacune  en  particulier  (37).  Et,  par  conséquent, 
la  condition  R  =  o  exige  ces  deux  équations: 


} 
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X  3k:  o,  Y  =  o,  c'est-à-dire 

X'-4-X"+X'^-+-etc.  =  o, 
Y'  +  Y"-f-  Y"  4-  etc.  =o. 

Les  forces  P',  P",  P%  etc.,  appliquées  au 
point  A ,  étant  parfaitement  égales  et  parallèles 
aux  forces  primitives  appliquées  dans  le  plan, 
il  est  clair  que  les  composantes  X',  Y',  X",  Y", 
X"',  Y'%  etc.,  sont,  pour  la  quantité,  parfaite- 
ment les  mêmes  que  si  1  on  avait  décomposé  les 
forces  primitives  P',  P",  P'",  etc. ,  chacune  en 
son  lieu  ;  et,  par  conséquent,  les  conditions  de 
l'équilibre  entre  tant  de  forces  que  l'on  voudra, 
situées  dans  un  même  plan ,  sont  : 

1°.  Que  la  somme  des  forces  décomposées  pa- 
rallèlement à  deux  axes  qui  se  coupent  dans  le 
plan  soit  nulle  par  rapport  à  chacun  de  ces  axes; 

2®.  Que  la  somme  des  moments  des  forces ,  par 
rappoH  à  un  point  quelconque  du  plan,  soit  nxdlc 
d'elle-même, 

89.  Si  l'on  trouvait  que  la  dernière  condition 
a  lieu  par  rapport  à  un  certain  point  connu ,  et 
que  les  deux  autres  ont  aussi  lieu  par  rapport 
aux  directions  de  deux  axes  connus,  qu'on  peu! 
toujours  supposer  menés  par  ce  point,  il  y  au- 
rait équilibre  dans  le  système;  et,  puisqu'il  ^ 
aurait  équilibre,  les  mêmes  conditions  auraien 
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lieu  par  rapport  à  tous  les  points  et  à  tous  les 
axes  possibles,  pris  dans  le  plan  des  forces. 

Corollaire.  . 

90.  Si  les  forces  P',  P",  V'\  ne  sont  pas  en 
équilibre  entre  elles,  mais  qu  elles  soient  sus- 
ceptibles de  se  réduire  à  une  seule  R,  de  sorte 
que  —  R  soit  une  force  capable  de  les  tenir  en 
équilibre ,  Téquation  des  moments  aura  lieu  en 
y  introduisant  la  force  —  R.  Donc ,  en  dési- 
gnant par  r  la  distance  de  cette  force  au  point  A , 
on  aura  Téquation 

-  Rr  4-  P'p'  +  Py"  +  P>"  +  etc.  =  o, 

ou 

Rr  =  P>'  +  P'7/'  +  Py"  -h  etc.  ; 

c  est-à-dire  que  le  moment  de  la  résultante ,  par 
rapport  à  un  point  quelconque  du  plan  des  forces , 
est  égal  à  la  somme  des  moments  des  composantes 
par  rapport  au  même  point.  Ce  qui  donne  le 
théorème  connu  des  moments. 

Si  le  point  par  rapport  auquel  on  prend  les 
moments,  et  qu'on  nomme  ordinairement  le 
centre  des  moments,  tombait  sur  la  direction 
même  de  la  résultante  R,  la  distance  r  serait 
nulle  ;  par  conséquent,  le  moment  Rr  serait  nul 
aussi,  et  Ton  aurait 

o  =  P>'  4-  P  V  +  P'"/>"+  etc. 
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Ce  qui  nous  fait  voir  que ,  par  rapport  à  un 
point  quelconque  de  la  direction  de  la  résultante, 
la  somme  des  moments  de  tant  de  forces  que  l'on 
voudra  situées  dans  un  même  plan  est  toujours 
égale  à  zéro. 

Remarque. 

91.  Dans  réquation 

Py -h  PV"  -f-  P>"  -h  etc;  =  o, 

qui  exprime  la  seconde  condition  générale  de 
l'équilibre ,  il  faudra  distinguer  les  moments  des 
couples  qui  agissent  dans  un  sens,  d'avec  les 
moments  de*ceux  qui  agissent  dans  le  sens 
contraire,  et  leur  donner  des  signes  différents. 
Mais,  pour  plus  de  clarté  et  de  précision,  nous 
allons  reproduire  cette  équation  sous  une  autre 
forme. 

Manière  plus  simple  de  présenter  les  conditions 
précédentes. 

Fifi.  33.  92.  SoientB',  B'',B",  etc.  {fig.  33),  les  points 
où  les  forces  P',  P",  P'%  etc.,  sont  immédiate- 
ment appliquées  dans  le  plan.  Soient  x'  et  y'  les 
deux  coordonnées  AG'  et  G'B'  du  point  B',  par 
rapport  aux  deux  axes  quelconques  AX,  AY; 
x"  et  y''  les  deux  coordonnées  analogues  du 
point  B",  et  ainsi  de  suite.  Supposons  que  Ion  dé- 
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compose  d  abord  toutes  les  forces  P',  P",  P''',  etc. , 
parallèlement  aux  deux  axes  A.X ,  A  Y  ;  et  nom- 
mant, comme  plus  haut,  X'  et  Y'  les  deux  com- 
posantes de  P';  X"  et  Y''  les  deux  composantes 
de  F",  etc.,  ne  considérons  plus,  au  lieu  des 
forces  données  P',  P",  P'",  etc.,  que  les  deux 
groupes  X',  X%  X",  etc. ,  Y',  Y",  Y",  etc. 

D'abord,  les  forces  parallèles  X',  X",  X''',  etc. , 
étant  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes 
dans  Taxe  AX,  s'y  composeront  en  une  seule 
égale  à  leur  somme.  Les  forces  parallèles  Y', 
Y'^,  Y'*',  etc. ,  étant  transportées  de  même  dans 
Taxe  AY,  s'y  composeront  aussi  eu  une  seule 
égale  à  leur  somme. 

Ces  deux  résultantes  partielles  se  compose- 
ront en  une  seule  appliquée  en  A ,  et  par  la 
première  condition  générale  de  Térjuilibre,  qui 
veut  que  cette  résultante  soit  nulle,  on  aura, 
comme  ci-dessus,  les  deux  équations 

X'^-X"  +  X'"  +  etc.  ==o, 
Y'-f-Y''-f-Y"+etc.  =o. 

Il  faut  exprimer  ensuite  que  la  somme  des 
moments  des  couples  formés  par  toutes  ces 
forces  à  legard  du  point  A  est  nulle  d'elle- 
même.  Mais  en  observant  que  Taxe  AX  fait  avec 
les  directions  des  forces  Y',  Y",  elc,  des  angles 
égaux  entre  eux  et  k  ceux  que  Taxe  AY  forme 

Statique  P.  8 
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avec  les  directions  des  forces  X',  X",  etc.,  on 
voit  sur-le-champ  qu'on  peut  prendre  les  pro- 
duits Xy,  Xy%  etc.,  Tx\  Y"x'\  etc.,  pour 
moments,  dans  la  mesure  relative  des  différents 
couples.  Donc,  puisque  leur  somme  doit  être 
nulle,  on  aura  Téquation 

X'j'  -H  X"j"  -f-  etc.  4-  Y'x'  +  Y'^x'^  -f-  etc.  =  o. 

Cette  équation  remplace  la  précédente  (91' 

Py  +  P  V  +  Vp'"  4-  etc.  =  o; 

mais  au  lieu  des  perpendiculaires  p\p'\p'\  etc. 
qu'il  faut  abaisser  du  point  A  sur  les  direction 
respectives  des  forces,  elle  contient  les  coor 
données  des  points  où  les  forces  sont  imm^ 
diatement  appliquées  dans  le  plan.  Elle  a  d 
plus  cet  avantage,  que  les  termes  X'j',  X"y 
Y' x\  etc.,  prendront  d'eux-mêmes  les  sign< 
qui  conviennent  aux  sens  respectifs  des  coup! 
dont  ils  représentent  les  moments,  si  Ton  a  so 
de  donner  aux  forces  et  aux  coordonnées  d 
signes  convenables. 

On  pourra  prendre,  comme  en  Géométri 
les  abscisses  x',  x",  etc.,  positives  à  la  droi 
de  l'origine,  et,  par  conséquent,  négatives  à 
gauche;  les  ordonnées  y\Y'\  etc.,  positives  a 
dessus  de  l'axe  des  abscisses ,  et ,  par  conséquej 
négatives  au-dessous. 
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Quant  aux  forces,  il  est  clair  que,  dans 
chaque  groupe,  il  faudra  donner  des  signes 
contraires  à  celles  qui  agissent  en  sens  con- 
traires. 

Mais  en  considérant  dans  le  premier  groupe 
une  force  telle  que  X",  qui  tire  à  droite  de  l*axe 
AY,  et  dans  le  second,  une  force  telle  que  Y'^ 
qui  tire  au-dessous  de  Taxe  AX,  il  est  facile  de 
voir  que  ces  deux  forces  donnent,  à  Tégard  du 
point  A,  des  couples  de  même  sens,  lorsque 
leurs  coordonnées  AH"  et  AG'  ou  y"  et  x'  sont 
de  même  signe.  Donc  il  faudra  que  les  forces 
du  premier  groupe  ,  qui  tirent  à  droite  de  Taxe 
des  ordonnées,  aient  le  même  signe  que  les 
forces  du  second ,  qui  tirent  au-dessous  de  Taxe 
des  abscisses;  donc,  si  Ion  regarde  les  pre- 
mières comme  positives,  on  regardera  aussi  les 
secondes  comme  positives  ;  et,  de  cette  manière, 
tous  les  moments  écrits  sous  le  même  signe 
dans  l'équation  précédente  prendront  des  signes 
relatifs  aux  sens  des  couples. 

93.  Mais  si  dans  le  premier  groupe  X',  X'', 
X"',  etc.,  regardant  toujours  comme  positives 
les  forces  qui  tirent  à  droite  de  Taxe  des  ordon- 
nées, ou  qui  tendent  à  augmenter  les  abscisses 
de  leurs  points  d application,  on  voulait,  pour 
la  symétrie,    regarder   aussi  comme  positives 

8.. 
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dans  le  second  {jiuupe  Y',  Y",  Y'",  etc.,  les  forces 
(jui  tirent  au-dessus  de  l'axe  des  abscisses,  ou 
(|ni  tendent  à  augmenter  les  ordonnées  de  leurs 
points  d'application ,  il  faudrait  alors  donner 
un  signe  contraire  à  toute  la  partie  des  moments 
relatifs  à  ce  groupe  ;  et  1  équation  précédente  se 
mettrait  sous  cette  forme  : 

X'j'  -f-  Xy  4-  etc.  —  Y'x'  —  Y'^x''  —  etc.  =  o. 

Nous  retiendrons  désormais  cette  expression 
de  préférence  à  la  première,  parce  que,  dans 
les  deux  groupes,  les  forces  positives  seront 
celles  qui  tendent  à  augmenter  les  coordonnées 
de  leurs  points  d'application,  et  les  forces  né- 
gatives ,  celles  qui  tendent  à  diminuer  les  mêmes 
coordonnées. 

Corollaire  I. 

Fig.  34.      94.  Si  les  deux  axes  AX ,  AY  [fig.  34)  étaien 
à  angle  droit,  les  abscisses   et    les   ordonnée 
elles-mêmes  deviendraient  les  bras  de  levier  de 
couples,  et  les  moments  X'^',etc., Y'jc',  etc. 
donneraient  la  mesure  absolue  de  leurs  efforts 
De  plus,  en  nommant  a'  langle  que  fait  la  di 
rection  de  la  force  P'  avec  l'axe  des  abscisses 
on  aurait,  pour  la  composante  X'  parallèle  à  a 
axe,  P'  C08  a'.  On  aurait  pour  l'autre  composant 
Y',  P'  sin  a'. 
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En  nommant  de  même  a"  Tangle  de  la  direc- 
tion de  la  force  P"  avec  Taxe  des  abscisses ,  on 
aurait  X''  =  P"  cos  a",  Y''  =  P"  sin  a",  et  ainsi 
de  suite;  et  les  équations  précédentes  devien- 
draient 

P'  cos  a'  4-  P"  cos  a"  -h  P  '"  cos  a"  4-  etc.  =  o , 

P'sin  a'  H-  P"  sin  a''  -f-  P'^sin  al"  -+-  etc.  =  o , 

P'(7'cosa'-x'sina')+P'(7"cosa"-x"sina") 
+  P"(7'"cosa'"-x"sina")4-  etc.  =  o. 

Dans  ces  équations,  on  n'aurait  pas  besoin  de 
faire  attention  aux  signes  des  forces,  mais  seu- 
lement à  ceux  des  abscisses  et  des  ordonnées. 
On  regarderait  toutes  les  forces  P',  P'^,  P*',  etc., 
comme  essentiellement  positives  :  les  signes  des 
sinus  et  des  cosinus  donneraient  les  signes  rela- 
tifs des  composantes  P' cos  a',  etc.,  P'sina',  etc., 
comme  cela  est  facile  à  observer,  si  Ton  veut  se 
donner  la  peine  de  faire  parcourir  une  circon- 
férence entière  à  la  direction  d'une  force  telle 
(|ue  P'  autour  de  son  point  d'application  B'. 


Ri 


marque. 


Cest  de  cette  manière  que  Ion  donne  ordi- 
tiairement  les  équations  de  Téquilibre  pour  des 
forces  (|uelconqnes  situées  dans  nn  même  plan. 
Ces  équations  renfennent,  sons  Texpression  la 
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plus  simple ,  les  premières  données  de  la  ques* 
tiou,  savoir  :  les  quantités  des  forces,  leurs  di- 
rections, par  les  angles  quelles  font  avec  une 
droite  fixe  de  position,  et  leurs  points  immé- 
diats d  application ,  par  leurs  coordonnées  rec- 
tangles. Nous  aurions  donc  pu  les  présenter  les 
premières ,  et  même  nous  abstenir  de  considé- 
rer les  autres  par  rapport  à  des  axes  obliques; 
mais  comme  on  les  démontre  quelquefois  par 
celte  considération ,  que  les  deux  groupes  de 
forces  sont  rectangulaires  entre  eux ,  nous  avons 
été  bien  aise  de  faire  voir  qu'elles  ne  sont  qu'un 
cas  particulier  de  celles  qu'on  trouve  par  rap- 
port à  des  axes  obliques  quelconques,  et  que  la 
rectangularité  des  forces  n'y  entre  pour  rien. 
Nous  reviendrons  encore  sur  cette  remarque. 

Corollaire  II. 

95.  Supposons  qu'il  n'y  ait  point  équilibre 
entre  les  forces  F',  P",  P"\  etc. ,  et  que  ces  forces 
soient  susceptibles  de  se  réduire  à  une  seule  R, 
qui  sera  leur  résultante. 

Alors  les  trois  équations  de  l'équilibre  auront 
lieu  en  y  introduisant  la  force  —  R. 

Soient  donc  a  l'angle  que  fait  la  direction  de 
cette  force  avec  l'axe  des  abscisses  ;  x  eiy  le 
deux  coordonnées  d'un  point  quelconque  di 
cette  direction. 
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En  faisant,  pour  abréger, 

P'  cos  a'  4-  P''  cosa"  4-  P'cos  cxT  +  etc.  =  X, 

P'  sin  a'  -H  P''  sin  a"  +  P'^'  sin  a"  4-  etc.  =  Y, 

et  P'{ycosa' — a:'sina)-t-P"(ycosa" — .résina") 
+  P"(/'cosa"  -  x'"sina")  4-  etc.  =  0, 

on  aura  d'abord  • 

X  —  R  cos  a  =  G ,     Y  —  R  sin  a  =  G  , 

doù  Ton  tirera,  à  cause  de  sin^a-h  cos^a=  i, 


R  =  v/X^+Y% 


X  Y 

cos  a  =    ,  ,       sin  a  =  -- 


ce  qui  fera  connaître  la  quantité  de  la  résultante 
et  Tangle  a  que  sa  direction  fait  avec  Taxe  des 
abscisses. 
On  aura  ensuite 

G  —  R  (jcosa  —  X  sin  a)  =  o; 

on  bien,  en  mettant  pour  R  cos  a  et  R  sin  a, 
leurs  valeurs  X  et  Y, 

G  —  Xj  -h  Yx  =  o. 

Comme  on  n  a  qu'une  équation  pour  déter- 
miner les  deux  coordonnées  x  et  y\  on  sera 
maître  de  prendre  Fuiie  ou  l'autre  à  volonté. 
Supposant,  par  exemple,  o:  =  g,  auquel  cas  on 
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demande  le  point  où  la  résultante  coupe  Taxe 

des  j,  on  aura 

G 

^  =  x- 

Si  Ton  suppose  j^  =  o,  auquel  cas  on  cherche 
la  distance  x  du  point  où  la  direction  de  la  ré- 
sultante coupe  l'axe  des  abscisses,  on  aura 

G 

On  aura  donc  tout  ce  qu'il  faudra  pour  déter- 
miner la  quantité  et  la  position  de  la  résultante 
de  tant  de  forces  que  Ion  voudra ,  situées  dans 
un  même  plan. 

Si  l'on  n'a  trouvé  qu  une  seule  équation  pour 
les  deux  coordonnées  x  ety  du  point  d'applica- 
tion de  la  résultante,  c'est  que,  cette  résultante 
pouvant  être  appliquée  à  l'un  quelconque  des 
points  de  sa  direction,  il  est  impossible  que  le 
calcul  donne  l'un  de  ces  points  plutôt  que 
l'autre.  Il  ne  peut  donc  donner  que  leur  lieu 
géométrique  ;  et  l'équation  précédente 

G  -  X)  +  Yx  =  o 

est,  à  proprement  parler,  l'équation  de  la  direc- 
tion de  la  résultante. 

Remarque. 

96.  Dans  les  trois  questions  I ,  U ,  III ,  que 
nous   venons  de  traiter  ci-dessus,    toutes   les 
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forces  étant  ramenées  à  une  seule  K  et  à  un 
seule  couple  (S,  —  S),  il  y  aura  toujours  une  ré- 
sultante unique,  si  la  force  R  n'est  pas  nulle. 
Car  la  force  R  et  le  couple  (S,  —  S)  seront  tou- 
jours dans  un  même  plan  ou  dans  des  plans  pa- 
rallèles, et,  par  conséquent  (71),  se  composeront 
toujours  en  une  seule  force.  Ainsi ,  la  seule  con- 
dition nécessaire  pour  que  des  forces  parallèles, 
ou  des  forces  situées  dans  un  même  plan,  aient 
une  résultante  unique,  est  que  la  résultante  de 
ces  forces  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes  en  un  point  quelconque  ne  soit  pas  nulle. 
Si  cette  résultante  est  nulle,  alors  toutes  les 
forces  du  système  seront  ramenées  à  un  couple 
dont  on  connaîtra  le  plan  et  la  grandeur,  et  Ion 
ne  pourra  leur  faire  équilibre  qu  au  moyen  d'un 
couple  équivalent  et  de  sens  contraire,  situé 
dans  le  même  plan  ou   dans  tout  autre   plan 
parallèle. 
Passons  maintenant  au  cas  le  plus  général. 

IV. 

Des  conditions  de  i équilibre  entre  tant  de  forces 
que  ion  voudra,  dirigées  d'une  manière  quel- 
conque dans  l  espace, 

97.  Soient  P',  V%  V'\  etc.  {fig.  35),  les  diffé-  Fig.  35. 
rentes  forces.  D'un  point  A  pris  arbitrairement 
dans  l'espace,  menons  trois  axes  quelconques 
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AX,  A  Y,  AZ9  qui  ue  soieat  pas  dans  un  même 
plan,  et  décomposons  chaque  force  en  trois 
autres  respectivement  parallèles  à  ces  axes. 

Nommons  X',  Y',  TJ  les  trois  composantes 
de  P';  X'',  Y",  V  les  trois  composantes  de  P''; 
et  ainsi  de  suite.  Nous  aurons  alors,  au  lieu  des 
forces  P',  P",  P'",  etc.,  appliquées  au  système, 
trois  groupes  de  forces  parallèles:  le  premier, 
composé  des  forces  X',  X'',  X'",  etc. ,  parallèles 
à  Taxe  AX;  le  second,  composé  des  forces  Y', 
Y'',  Y'%  etc.,  parallèles  à  Taxe  AY;  et  le  troi- 
sième, composé  des  forces  Z',  TJ\  21\  etc., 
parallèles  à  l'axe  AZ. 

Cela  posé  :  si  Ion  transporte  toutes  ces  forces 
parallèlement  à  elles-mêmes  au  point  A,  celles 
du  premier  groupe  iront  se  réunir  dans  l'axe 
AX,  et  s'y  composeront  en  une  seule  X  égale  à 
leur  somme;  celles  du  second  iront  de  même 
se  réunir  dans  Taxe  AY,  et  s'y  composeront  en 
une  seule  Y  égale  à  leur  somme;  enfin,  celles 
du  troisième  se  réuniront  dans  Taxe  AZ,  et  s'y 
composeront  en  une  seule  Z  égale  à  leur  somme. 
Maintenant  ces  trois  résultantes  partielles  X, 
Y,  Z  se  composeront  en  une  seule  R  appliquée 
en  A ,  et  représentée  par  la  diagonale  du  paral- 
lélipipède  construit  sur  les  trois  lignes  qui  re- 
présenteraient ces  forces  en  grandeur  et  en 
direction. 
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Or,  par  la  première  condition  générale  de 
Téquilibre,  il  faut  que  cette  résultante  soit  nulle 
d  elle-même.  Mais  les  trois  forces  X,  Y,  Z, 
agissant  suivant  des  lignes  qui  ne  sont  pas  dans 
un  même  plan,  ne  peuvent  jamais  donner  une 
résultante  nulle,  à  moins  qu'elles  ne  soient 
nulles  chacune  en  particulier  (42)  ;  et,  par  con- 
séquent ,  la  condition  11  =  0  exige  ces  trois 
équations  particulières ,  X=:o,  Y=o,  Z  =  o, 
c'est-à-dire 

X'-4-  X''-4-X'''+  etc.  =  o, 
Y'  4-  Y''  +  Y'"  +  etc.  =  o , 
7/  +  Z"  -h  Z'"  -h  etc.  =  o. 

Ce  qui  nous  apprend  que  pour  l'équilibre  de 
tant  de  forces  que  Ton  voudra,  appliquées 
d  une  manière  quelconque  à  un  corps  ou  sys- 
tème de  figure  invariable,  il  faut  d  abord  ces 
trois  conditions  particulières  :  que  la  somme  des 
forces  décomposées  parallèlement  à  trois  axes 
quelconques  soit  nulle  par  rapport  à  chacun  de 
ces  axes. 

Par  la  seconde  condition  générale  de  1  équi- 
libre, il  faut  que  le  couple  résultant  de  tous  les 
couples  formés  par  les  forces  à  l'égard  du  point 
A,  soit  aussi  nul  de  lui-même.  Développons 
maintenant  cette  seconde  condition. 

Soit  B'  le  point  d'application  de  la  force  P; 
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et,  par  conséquent,  le  point  d application  des 
trois  composantes  X',  Y',  TJ\  nommons  x',  j',  z' 
ses  trois  coordonnées  AG,  GH ,  HB',  par  rapport 
aux  trois  axes  AX ,  AY,  AZ.  Nommons  de  même 
x'\  y'\  z"  les  trois  coordonnées  du  point  d'ap- 
plication B"  des  trois  composantes  X",  Y",  Z"; 
et  ainsi  de  suite. 

Considérant  d'abord  le  groupe  des  forces  Z', 
TJ\  TJ\  etc.,  je  remarc^ue  que  la  force  TJ  appli- 
quée en  B'  a  produit  un  couple  (Z',  —  Z')  appli- 
qué sur  AB',  ou  bien  (en  concevant  la  force  TJ 
appliquée  au  point  H  où  sa  direction  rencontre 
le  plan  YAX)  a  produit  un  couple  (Z',  —  Z') 
appliqué  sur  la  diagonale  AH  d'un  parallélo- 
gramme AGHD,  dont  les  deux  côtés  AG,  AD 
sont  égaux  aux  coordonnées  x*  et  y\  Or  ce 
couple  peut  se  décomposer  en  deux  autres  com- 
posés de -forces  égales  et  parallèles  aux  pre- 
mières, mais  appliquées  sur  les  deux  côtés  AG 
AD  ou  x',  j',  dans  les  plans  respectifs  XAZ 
YAZ  (57). 

Si  Ton  fait  la  même  décomposition  de  touî 
les  couples  provenant  du  groupe  Z',  TJ\  Z",  etc. 
dans  les  deux  plans  parallèles  à  ce  groupe ,  e 
les  décompositions  semblables  de  tous  ceux  qu 
proviennent  des  deux  autres  groupes,  par  rap 
port  aux  deux  plans  analogues,  il  est  manifest 
que  tous  les  couples  du  système  seront  réduit 
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à  d  autres,  situés  dans  les  trois  plans  coor- 
donnés.       ^ 

Or,  dans  chaque  plan,  les  couples  se  rédui- 
ront à  un  seul,  égal  à  leur  somme.  Ces  trois 
couples  résultants  partiels  se  composeront  en 
un  seul  qui  sera  le  couple  résultant  général,  et 
qui  devra  être  nul  pour  1  équilibre.  Mais  ces 
trois  couples,  étant  situés  dans  trois  plans  qui 
forment  un  angle  solide,  ne  peuvent  jamais 
donner  un  couple  résultant  nul ,  h  moins  qu'ils 
ne  soient  nuls  chacun  en  particulier  (65);  donc, 
pour  chacun  des  trois  plans,  la  somme  des  mo- 
ments des  couples  doit  être  nulle  d'elle-même. 

Or,  dans  le  plan  YAZ,  on  trouvera  d  abord 
les  couples 

(Z^  -  Z'),  (Z^  ~Z'0,   (Z'",  -Z"0,  etc., 
appliqués  sur  les  lignes  respectives 

r,  r\  y"',  etc., 

ensuite  les  couples 

(Y', -Y'),  (Y", -Y"),  (Y",-Y'"),  etc., 

appliqués  sur  les  lignes  respectives 

z\     z\     z"\     etc. 

Et  comme  Taxe  AY  fait,  avec  les  directions 
des  forces  Z',  Z\  7J\  etc.,  des  angles  égaux 
entre  eux  et  à  ceux  que  forme  Taxe  AZ  avec  les 
directions  des  forces  Y',  Y",  Y",  etc.,  on  pourra 
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prendre  les  produits  Z'j',  etc. ,  Y'z',  etc. ,  pour 
moments,  dans  la  mesure  relative* des  couples 
situés  dans  le  plan  YAZ.  Donc,  puisque  leur 
somme  doit  être  nulle ,  on  aura  (93) 

Tz'  +  Y"z"+  etc.  —  Z'jr'—  Zy  —  etc.  =  o. 

On  trouvera  de  même,  pour  les  deux  autres 
plans, 

Z'x'-h  Z"x"H-  etc.  ~X'z'~X"z'^~etc.  =  o, 
X'j'-f-  X''j'^+  etc.  —  Y'x'— Y"a:"-  etc.  =  o; 

ce  qui  nous  fait  voir  que,  pour  1  équilibre  du 
système ,  outre  les  trois  équations  trouvées  ci-, 
dessus,  il  nous  en  faut  encore  trois  autres  qui 
expriment  que  la  somme  des  produits  des  com- 
posantes parallèles  au  plan  de  deux  axes,  par 
leurs  coordonnées  relatives  au  troisième  axe,  doit 
être  nulle  d'elle-même  pour  chacun  des  trois  plans. 

98.  Dans  les  équations  précédentes,  on  pren- 
dra les  signes  des  coordonnées,  comme  en 
Géométrie,  positives  dans  un  même  coin  XAYZ, 
et  négatives  dans  le  coin  opposé. 

Parmi  les  forces,  on  regardera,  dans  chaque 
groupe,  comme  positives  celles  qui  tendent  à 
augmenter  les  coordonnées  de  leurs  points  d  ap-? 
plication ,  comme  négatives  celles  qui  tendent 
à  les  diminuer  (93). 
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Remarque. 

99.  Si  Ton  trouvait  que  les  six  équations  pré- 
cédentes ont  lieu  par  rapport  à  trois  axes  par- 
ticuliers non  situés  dans  le  même  plan ,  il  y 
aurait  équilibre  dans  le  système ,  et,  par  consé- 
quent, les  mêmes  équations  auraient  lieu  par 
rapport  à  tous  les  axes  possibles. 

Corollaire  1. 

100.  Si  les  trois  axes  AX,  AY,  AZ  étaient 
rectangulaires  entre  eux,  les  coordonnées  de- 
viendraient les  bras  de  levier  des  couples,  et 
les  produits  Z'j*',  Y'a',  X'z',  etc.,  etc.,  les  ex- 
pressions absolues  de  leurs  moments. 

De  plus,  en  nommant  a',  /3',  7'  les  trois  an- 
gles que  la  direction  de  la  force  P'  fait  avec  les 
trois  axes  respectifs  AX ,  AY,  AZ,  ou  plutôt 
avec  trois  parallèles  à  ces  axes,  on  aurait  pour 
les  trois  composantes  de  P'  (45), 

X'=P'cosa',    Y'=P'cosP',    Z'=P'cosy'. 

En  nommant  de  même  a",  jS",  7",  etc.,  les  an- 
gles analogues  des  directions  des  forces  P",  etc., 
avec  les  mêmes  axes ,  on  aurait 

X"=P"cosa^  Y''=i:P"cos/3",  Z'^P^cosy",  etc., 
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et  les  équations  précédentes  deviendraient 

F  cos  a'  4-  P  cos  a"  -h  P"'  cos  a'"  -h  etc.  =  o , 
F  cos  P'  +  P"  cos  /3''  +  P"  cos  P"  H-  etc.  =  o , 
P'cos  /-f-  P"cos/  -+-  P'cos  f  +  etc.  =  o , 

P(z' cos /3'  -y  cos  7')  +  P''  (z'^cos  /3''  — jr"  cos  /) 
4-  P'"(z"cos|3"'-7"cos7'")+etc.  =  o, 

F(x'cos/  —  z'  cos  a')  -+-  P"  (a:"cos  f  —  z^cos  a") 
4-  P"(^"cos7"-  z"'cosa")  4-  etc.  =  o, 

F(ycosa'—  o/cos  /3')  -h  P''(y'cos  ol"  -  x^cos/S") 
4-  P"(y''cosa'"-  x"'cos jS^)4-  etc.  =  o. 

Remarque. 

iOl.  C'est  sous  cette  forme  que  Ton  présente 
ordinairement  les  six  équations  de  Téquilibre. 
Elles  renferment  d'une  manière  très-simple  les 
quantités  des  forces  P',  P",  P"',  etc. ,  leurs  points 
d'application,  au  moyen  de  leurs  coordonnées 
rectangles  par  rapport  à  trois  axes,  et  leurs  di- 
rections, parles  cosinus  des  angles  qu  elles  font 
avec  ces  axes. 

Comme  on  a  coutume  d'attribuer  aux  forces 
rectangulaires  une  certaine  indépendance  d'ef- 
fets, qui  ne  leur  appartient  pas  plus  qu'à  celles 
qui  agissent  sous  un  angle  quelconque,  pourvu 
qu'il  lie  soit  pas  nul ,  il  est  bon  de  remarquer 
que  les  équations  d'équilibre,  par  rapport  à 
des  axes  rectangulaires,  ne  sont  qu'une  simple 
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conséquence  de  celles  qu  on  trouve  par  rapport 
à  des  axes  obliques  quelconques,  et  que,  par 
conséquent,  le  principe  de  Tindépendance  entre 
les  effets  des  forces  rectangulaires  ne  doit 
entrer  pour  rien  )Jans  leur  démonstration. 

Observons  d'ailleurs  que,  d'après  ce  principe 
un  peu  vague,  on  pourrait  être  conduit  par 
UD  raisonnement  très-simple  à  une  erreur  très- 
grossière  :  car,  en  considérant,  par  exemple, 
deux  groupes  de  forces  rectangulaires,  situés 
dans  un  même  plan  ,  si  Ion  suppose  qu'il  y 
a  indépendance  entre  les  effets  de  ces  deux 
groupes,  on  en  conclura  que  lorsque  leur 
système  est  en  équilibre,  chaque  groupe  doit 
être  en  équilibre  de  lui-même  ;  ce  qui  n  est  pas 
vrai. 

Et  if  en  est  de  même  dans  le  cas  de  trois 
groupes  de  forces  rectangulaires  dans  l'espace , 
dont  le  système  peut  être  en  équilibre,  sans 
qu'il  y  ait  équilibre  en  particulier  dans  chaque 
groupe,  ni  même  dans  aucun  d'eux. 

Il  faudrait  donc,  dans  ces  deux  cas,  ne  faire 
de  ce  principe  quun  usage  restreint,  et  ne 
considérer  l'indépendance  des  effets  que  relati- 
vement aux  mouvements  de  translation  que  les 
forces  peuvent  donner  au  système  ;  ou  bien  il 
faudra  avoir  soin  de  ne  l'appliquer  qu'au  cas 
de  deux  groupes,  l'un  composé  de  forces  per- 

Statique  p.  9 
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pendiculaires  à  un  même  plan,  et  laiUre  de 
forces  quelconques  situées  dans  ce  plan,  auquel 
eas  rindépendance  des  effets  a  lieu  d  une  ma- 
nière absolue.  Mais  comme  cette  indépendance 
aurait  lieu  tout  de  même,  si  le  premier  groupe 
tombait  sur  le  plan  du  second  sous  un  autre 
angle  quelconque ,  pourvu  qull  ne  fût  pas  nul, 
il  s'ensuit  qu'elle  n^a  pas  lieu  parée  que  les 
groupes  font  un  angle  droit,  mais  seulement 
parce  qu'ils  font  un  angle.  Ainsi,  dans  tous  les 
cas,  le  raisonnement  qui  prouve  le  principe  en 
question  étant  fondé  sur  ce  que  les  forces  font 
un  angle  droit,  tombe  de  lui-même,  parce  qu'il 
n'est  fondé  sur  rien» 

Corollaire  IF. 

102.  On  peut  donner  aux  trois  dernières 
équations  de  Véquilibre  une  forme  plus  simple, 
en  y  introduisant,  à  la  place  des  coordonnées 
des  points  d'application ,  les  plus  courtes  dis- 
tances des  directions  des  forces  aux  trois  axes 
rectangulaires. 

En  effet,  dans  la  première  équation,  à  la 
place  du  termeP' (z'cosjS'— j'  cos7'),qui  ex- 
prime la  somme  des  moments  des  deux  forées 
P'  cos  jS\  F'  cos  7',  par  rapport  au  point  où  leur 
plan  irait  couper  Taxe  des  x,  on  peut  en  substi- 
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tuer  utk  autre  qui  exprime  le  moment  de  leur 
résultante  par  rapport  au  même  point  (90). 

Les  deux  forces  P'  cos^',  P'  co»y',  étant  rec- 
tangulaires entre  elles,  on  a  pour  le  carré  de 
leur  résultante,  P'*  cos^P'  -+-  P'*  cos^y',  ou 
P'*  (cos'jS'  H-  cos^y');  ou  bien  (à  cause  de 
cos*  a'  +  cos?^^'+  cos*y'=  i),  P''*  (i  -^cos^ a'), 
c  est-à-dire  P'*  sin*  a'. 

La  résultante  est  donc  P'sina'.  La  distance 
de  cette  résultante  à  Taxe  des  frétant  nommée  p\ 
on  aura,  pour  son  moment,  P'p'sina',  qui 
remplace  le  terme  P'(z'cosP'  —  J*'cosy');  on 
aura,  de  même,  P"p''sina",  etc.,  à  la  place 
des  termes  suivants  de  la  première  équation,  en 
désignant  par  p'\  etc.,  les  distances  respectives 
des  résultantes  analogues  à  la  première,  par 
rapport  à  Taxe  des  x. 

La  première  équation  sera  donc  mise  sous 
cette  forme  : 

P'p'sina'-f-P>"sin  a' -4-  P>"  sina^^-t-  etc.rzo. 

Or  il  est  visible  que  p%  p'%  p'"^  etc. ,  ne  sont 
autre  chose  que  les  plus  courtes  distances  des 
forces  P',  P%  P'",  etc. ,  à  Taxe  des  x  ;  car  la  force 
P'sina',  qui  est  située  dans  un  plan  perpendi- 
culaire à  cet  axe,  étant  composée  avec  la  force 
P'cosa',  perpendiculaire  au  même  plan,  de- 
vrait donner  pour  résultante  la  force  P'  qui  est 

9-- 
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daus  l'espace.  La  force  P'  sina'  n'est  donc  autre 
chose  que  la  projection  de  la  force  P'  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  Taxe  des  jc;  et,  par  con- 
séquent, la  plus  courte  distance  p'  de  cette  pro- 
jection à  Taxe  des  x  n'est  autre  chose  que  la  plus 
courte  distance  de  la  force  P'  au  même  axe. 

Si  Ion  désigne  par  9',  (jf",  q"'^  etc.,  et  par 
r',  r",  r"\  etc.,  les  plus  courtes  distances  des 
forces  P',  P'',  V'\  etc. ,  aux  axes  respectifs  des j 
et  des  z,  on  trouvera  de  même,  pour  les  deux 
autres  équations, 

P'9'sin|3'4-P''9"sin/3''+P'"9"sin/3"H-etc.=o, 
P'r'siny'+P'V"  siny^+P^V"  siny^'+etc.izzo. 

103.  La  projection  dune  force  sur  un  plan, 
multipliée  par  sa  distance  à  un  axe  perpen- 
diculaire au  plan,  est  ce  qu'on  nomme  ordinaire- 
ment le  moment  de  la  force  par  rapport  à  Taxe; 
et  de  cette  manière  on  énonce  ainsi  les  trois 
équations  précédentes  de  1  équilibre  : 

La  somme  des  moments  des  forces  doit  être 
nulle,  par  rapport  à  chacun  des  trois  axes,  dans  le 
cas  de  réquilibre. 

Corollaire  lU. 

104.  Si,  dans  les  six  équations  de  lequilibn 
on  veut  supposer  que  les  forces  P',  P'',  P'",  etc. 
sont  toutes  parallèles,  ou  toutes  situées  dans  ui 
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m«me  plan,  etc. ,  etc. ,  et  qu'on  mette  à  la  place 
des  coordonnées  x',  y\  z\  etc. ,  et  des  angles 
a',  j3',  •/',  etc. ,  les  valeurs  qui  conviennent  à  ces 
suppositions,  on  retombera  sur  les  équations 
dequilibre  précédemment  trouvées  pour  ces 
différents  cas,  et  Ton  en  tirera  les  mêmes  consé- 
quences. 

405.  Si  Ion  suppose,  par  exemple,  que  les 
directions  des  forces  P',  P'',  P'",  etc.,  concou- 
rent toutes  au  même  point,  et  qu'on  ait  pris  ce 
point  pour  l'origine  des  coordonnées,  lés  cosinus 
des  angles  a',  j3',  7',  etc.,  seront  proportionnels 
aux  coordonnées  respectives  x\  y\  z\  etc. ,  des 
points  d'application  ;  de  sorte  que  Ion  aura 

x'\y^  ;  ;  cos  a'  ; cos/3 ',  a '  : 2'  :  :  cos  a'  : cosy',  etc.  ; 

ou  ^'cosa'  —  x'  cos/3'=  o, 

x'  cos  y  '  —  z  '  cos  a'  =  o , 
etc. 

lies  trois  dernières  équations  de  I  équilibre  dis- 
paraîtront donc  d'elles-mêmes,  et  Ton  n'aura 
plus  que  les  trois  premières,  qui  nous  font  voir 
que,  />oiir  l'équilibre  d'un  système  de  forces  dont 
les  directions  concourent  toutes  vers  un  même 
imnt,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  la  somme  des 
forces  décomposées  suivant  trois  axes  soit  égale  à 
zéro  par  rapport  à  chacun  de  ces  axes;  et  c  est  ce 
que  Von  savait  d  ailieiu\s  immédiatement. 


]34  ÉLÉMENTS 

Si  Ton  suppose  que  les  forces  P',  P",  P'",  etc., 
ne  forment  ensemble  que  des  couples  ;  comme 
alors  chaque  force  F',  inclinée  sur  Taxe  des  x 
dVm  certain  angle  a\  aura  dans  le  système  son 
égaie ^  mais  inclinée  au  même  axe  de  langie 
aoo®  -f-  a',  il  n'y  aura  pas  de  terme  P'  cos  a' 
qui  ne  trouve  son  égal  et  contraire  dans  la  pre- 
mière équation  de  Féquilibre;  et  la  même  chose 
aura  lieu  dans  les  deux  autres.  Ainsi,  les  trois 
premières  équations  disparaîtront  d'elles-mêmes, 
et  Ton  n'aura  plus  que  les  trois  dernières;  d  où  il 
résulte  que ,  pour  t équilibre  de  tant  de  couples 
qu'on  voudra  appliqués  sur  un  corps ,  il  est  néces-' 
saire  et  il  suffit  que  la  somme  de  ces  couples 
décomposés  perpendiadairement  à  trois  axes  soif 
égale  à  zéro  par  rapport  à  chacun  de  ces  axes  :  ce 
qui  était  d  ailleurs  aussi  clair  que  la  proposition 
précédente. 

Corollaire  IV, 

Recherche  de  la  résultante  de  toutes  les  forces  P', 
P",  P'",  etc.  y  lorsque  ces  forces  ne  sont  pas  ei(i, 
équilibre,  et  quelles  sont  susceptibles  de  ^ 
réduire  à  une  seule. 

106.  Supposons  qu'il  n  y  ait  point  équilibre 
entre  les  forces  P',  P",  P'",  etc.  ;  et  soit,  s*il  esl 
possible ,  la  force  —  R  capable  de  leur  faire  équi- 
libre, et,  par  conséquent,  R  leur  résultante. 
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Les  six  équations  précédentes  devront  avoir 
lieu  en  y  faisant  entrer  la  force  —  R. 

Soient  donc  a ,  ]S ,  7  les  trois  angles  que  foitne 
la  direction  de  la  résultante  avec  les  trois  axes 
coordonnés.  En  faisant ,  pour  abréger, 

P'cosa'-hP''cos  a"-j-P'^cosa*'-f-  etc.  =  X, 
P'cos/3'  +  P"  cosjS'^  -h  P"  cos  ]3^  -+-  etc.  =  Y , 
P'cos7'-HP''cos7''4-P'"cos7'^4-etc.  =  Z, 

on  aura  d*abord  ces  trois  équations  : 

X— Rcosa=o,  Y— Rcos]3=o,  Z— Rcos7=o; 

d'où  l'on  tire  (en  observant  qu'on  a  cos^a 
-+-  cos^  j3  -f-  cos*  7  =  1) 


R  =  VX*  4-  Y*  -h  Z' 

pour  la  quantité  de  la  résultante.  On  aura  en- 
suite, pour  les  angles  a,]3,  7  que  sa  direction 
fait  avec  les  trois  axes , 


cos  a  = 


V/X'  4-  Y^  H-  Z' 

cos  p  =      ,  ■  =:  7 

'  V^X»-hY'  +  Z^ 

Z 
cos  7  =  -,  ==^' 

'        \/X'H-Y'^-f-Z' 

En  second  lieu,  nommant  x^j^z  les  trois 
coordonnées  de  l'un  quelconque  des  points  de 
cette  direction ,  et  faisant ,  pour  abréger, 
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P'(2'cos^'— j'co870h-P"(z"cos/3"— J"C0S7'") 

P'(:i:'cos7'--z'co8a')-f-P"(:c"cos7''— z'^cosa") 
^-P"(a:"cos7"-z"cosa'")  -f-  etc.  =  M, 

P'{j'cosa'-x'cos^')-+-P"Cr"cosa"— :«:''cos/3") 
-+-P"'(j'^cosa"'— x'"cos/3'")  +  etc.  =  >\ 

on  aura 

L  —  R(zcos|3— J-COS7)  =  o, 
M  —  R(x  C0S7  —  z  cosa)  =  o , 

N  —  R(jcosa  —  xcos/3)  =  o, 

ou  bien,  Fj— Yz-hZy  =  o, 

M  — ZxH-Xz=o, 
N-Xj-+-Yx=o. 

Or,  si  Ton  élimine,  entre  ces  trois  équations^ 
deux  des  inconnues  jc,  j ,  z,  on  arrivera  à  cette 

équation 

XL-hYM+ZN  =  o, 

qui  ne  contient  plus  d'inconnue ,  et  qui  exprime 
la  relation  qui  doit  avoir  lieu  entre  les  résul- 
tantes partielles  X ,  Y  ,  Z ,  et  les  trois  moments 
résultants  partiels  L,  M,  N ,  pour  que  les  trois 
équations  précédentes  puissent  subsister  à  la  fois, 
et ,  par  conséquent ,  pour  que  toutes  les  forces  du 
système  puissent  avoir  une  résultante. 

107.  Si  cette  équation  de  condition  a  lieu , 
les  valeurs  des  trois  coordonnées  x^y^z  se  pré- 
senteront sous  la  forme  §,  parce  que  la  résul- 
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tante  pouvant  être  appliquée  à  tel  point  desa 
direction  qu'on  voudra,  il  est  impossible  que 
le  calcul  détermine  Fun  de  ces  points  plutôt 
que  tout  autre.  Il  ne  peut  donc  donner  que  leur 
lieu  géométrique,  et  les  trois  équations  précé- 
dentes ne  sont  autre  chose  que  les  équations  des 
trois  projections  de  la  résultante  sur  les  plans 
coordonnés.  Par  conséquent ,  Tune  de  ces  équa- 
tions est  une  suite  nécessaire  des  deux  autres , 
et  Ton  n'a  ,  à  proprement  parler,  que  deux  équa- 
tions entre  les  trois  indéterminées  :t,  j,  z;  d'où 
il  suit  qu'elles  doivent  se  présenter  sous  la  forme 
de  A 

108.  On  se  donnera  donc  à  volonté  Fuue  de 
ces  trois  quantités,  et  Ton  déterminera  alors  les 
deux  autres  au  moyen  des  équations  précédentes. 

Si  l'on  suppose,  par  exemple,  x  =  o,  auquel 
cas  on  demande  le  point  où  la  direction  de  la 
résultante  traverse  le  plan  vertical  YAZ,  on 
aura ,  pour  les  deux  coordonnées  de  ce  point , 


X'  ^  ""     X    ' 


Si  l'on  suppose  j  =  o,  on  aura 


Si  Ion  suppose  z  =  o,  on  aura 


M  — L 
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direction  de  la  résultante  (  106) ,  mais  où  X,  Y,  Z 
ont  les  mêmes  valeurs^  et  où  je  désigne,  pour 
abréger,  la  somme  des  produits  Y'z',  Y'%'\  etc.) 
par  (Y'z'4-);  et  ainsi  des  autres. 

Mais  ces  trois  équations  sont  à  la  fois  insuf- 
fisantes et  trop  nombreuses;  elles  peuvent  avoir 
lieu  toutes  trois ,  sans  qu'il  y  ait  une  résultante 
unique ,  et  il  peut  y  avoir  une  résultante  unique 
sans  qu  elles  aient  lieu  toutes  trois,  ni  même 
aucune  d'elles. 

Cela  parait  assez  clairement  à  Imspection 
même  de  ces  équations  comparées  à  Téquation 
unique  que  nous  venons  de  donner;  mais  on 
peut  encore  s'en  rendre  compte  en  suivant  le 
raisonnement  d'après  lequel  on  les  trouve ,  et 
en  examinant  ce  qu  elles  signifient. 

En  effet,  après  avoir  réduit  toutes  les  forces 
appliquées  au  système  à  trois  groupes  de  forces 
parallèles  aux  trois  axes  coordonnés,  et  ces 
trois  groupes  à  trois  résultantes  partielles  X, 
Y,  Z,  parallèles  aux  mêmes  axes,  on  suppose 
que  ces  trois  forces  doivent  se  rencontrer  en  un 
même  point ,  pour  qu'elles  puissent  se  composer 
en  une  seule  ;  et  pour  cela ,  on  exprime  que  les 
résultantes  partielles  prises  deux  à  deux  sont 
à  égales  distances  du  plan  qui  leur  est  paral- 
lèle; ce  qui  donne  les  trois  équations  (A),  au 
moyen   desquelles  les  trois  forces  doivent  en 
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effet  concourir  au  même  point,  et,  par  consé- 
quent, se  composer  en  une  seule. 

Mais ,  d  abord ,  on  omet  le  cas  où  les  trois 
groupes  ne  pourraient  pas  se  réduire  respecti- 
vement à  de  simples  forces,  mais  se  réduiraient 
à  des  couples  :  alors ,  les  trois  résultantes  par- 
tielles étant  nulles ,  les  trois  équations  de  condi- 
tion seraient  satisfaites ,  et  pourtant  il  n  y  aurait 
pas  de  résultante  unique,  mais  bien  un  couple 
résultant.  Ainsi ,  ces  trois  équations  sont  insuf- 
fisantes. 

D'un  autre  côté ,  elles  exigent  trop  ;  car ,  en 
supposant  que  les  trois  groupes  se  réduisent  à 
trois  simples  forces,  on  voit  qu'il  n  est  pas  néces- 
saire ,  pour  qu'elles  puissent  se  composer  en  une 
seule ,  qu'elles  se  rencontrent  toutes  trois  en  un 
même  point  :  il  suffirait  simplement  que  deux 
d  entre  elles  se  rencontrassent,  et  que  la  troi- 
sième allât  rencontrer  quelque  part  la  direction 
de  leur  résultante.  Mais ,  ce  qui  est  plus  remar- 
quable ,  cela  même  n  est  pas  nécessaire  ;  car  les 
trois  forces  X,  Y,  Z  peuvent  se  réduire  à  une 
seule  f  san&  qu'il  y  ait  aucune  rencontre  entre 
leurs  directions  dans  lespace  :  c est  ce  qu oo  a 
vu  directement  au  n^  75. 

Si  Ton  veut  .voir  la  même  chose  par  notre 
analyse,  soient  a  la  plus  courte  distance  de  Y 
à  Z,  6  celle  de  Z  à  X,  et  c  celle  de  X  à  Y  : 


l44  ÉLÉMENTS 

et  pour  simpItBer^  prenons  Taxe  des  x  suivant 
la  droite  a,  et  celui  des  z  suivant  la  force  Z. 
On  trouvera  dans  cette  hypothèse,  Tir^o, 
M  =:  —  Xc,  et  N  =  X6  —  Ya;  et  lequatiou  de 
condition  XL  -h  YM  -f-  ZN  =  o  deviendra 

XYc  -  XZ6  +  YZa  =  o. 

Or  il  est  /évident  qu  on  peut  trouver  trois 
forces  X,  Y,  Z  dans  une  infinité  de  proportions 
différentes ,  qui  satisfassent  à  cette  équation , 
et  qui,  par  conséquent,  aient  une  résultante 
unique,  quelles  que  soient  les  distances  mu- 
tuelles a,  6,  c  de  leurs  directions  dans  lespace. 

Et  comme  on  n'a  qu'une  seule  équation ,  on 
voit  même  qu'on  peut  se  donner  à  volonté  deux 
de  ces  forces,  et  déterminer  ensuite  la  troisième 
en  conséquence  de  cette  équation. 

Qu'on  suppose,  par  exemple ,  les  deux  forces 
X  et  Z  représentées  par  les  lignes  a  et  c;  on 
trouvera  que  la  troisième  force  Y  doit  être 
représentée  par  la  moitié  de  6.  Ainsi,  voilà 
trois  forces,  entre  autres,  qui  sont  situées  en 
trois  arêtes,  deux  à  deux  non  parallèles  et  non 
contiguës,  d'un  même  rhomboïde  rectangle,  et 
qui  pourtant  ont'une  résultante  unique;  et  il  est 
même  aisé  de  voir  que  cette  résultante  passe  au 
milieu  de  la  plus  courte  distance  b  qui  sépare  les 
forces  X  et  Z  proportionnelles  aux  lignes  a  et  c. 
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On  peut  faire  une  foule  d autres  exemples; 
il  suffit  de  ne  pas  se  donner  deux  forces  dans  le 
rapport  particulier  qui,  d'après  Féquation  pré- 
cédente, rendrait  la  troisième  force  infinie. 

Au  reste,  ce  quon  vient  de  dire  pour  trois 
forces  rectangulaires  dans  l'espace  s'applique- 
rait de  même  à  trois  forces  parallèles  à  trois 
axes  obliques  quelconques;  car,  relativement  à 
ces  axes  obliques,  si  Ton  cherchait  par  la  même 
analyse  quau  n^  106,  la  condition  générale 
d'une  résultante  unique ,  on  trouverait  une 
équation  toute  semblable  à  la  précédente,  et 
qui,  pour  le  cas  de  nos  trois  forces,  donnerait 
également  XYc  —  XZ6  -h  YZa  =  o;  d  où  Ion 
tirerait  les  mêmes  conséquences  ,  en  observant 
que,  dans  cette  équation,  «,  6,  c  ne  représen- 
tent plus  les  distances  mutuelles  des  trois  forces 
obliques  X ,  Y,  Z ,  mais  trois  lignes  dont  cha- 
cune va  de  Tune  à  l'autre  force  parallèlement  à 
la  troisième. 

Si  des  trois  ligues  a,  b,  c,  il  y  en  avait  deux 
nulles,  sans  que  la  troisième  le  fût,  l'équation 
précédente  serait  réduite  à  un  seul  terme ,  qu'on 
ne  pourrait  rendre  nul ,  sans  faire  quelqu'une 
des  trois  forces  égale  à  zéro  :  d'où  il  résulte 
que,  si  trois  forces  finies  sont  situées  de  ma- 
nière que  la  direction  de  Tune  d'elles  rencontre 
les  directions  des  dcnix  autres  qui  ne  sont  point 

Statique  V.  ;o 
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en  même  plan  ,  ces  trois  forces  ne  sont  jamais 
réductibles  à  une  seule  ;  résultat  qui  s'accorde 
avec  ce  qu'on  a  dit  à  la  fin  du  n®  75. 

On  voit  donc ,  pour  revenir  à  notre  objet , 
que  des  trois  équations  (A)  qu'on  avait  données 
avant  notre  théorie ,  il  n'y  en  a  aucune  qui  soit 
nécessaire  pour  la  condition  qu'on  avait  en  vue, 
et  qu'elles  sont  tout  à  fait  étrangères  à  la  ques- 
tion dont  il  s'agit.  Mais  il  y  a  encore  une  autre 
remarque  assez  curieuse  à  faire  sur  ces  équa* 
tions. 

Si  on  les  ajoute  ensemble,  ce  qui  est  assez 
naturel  à  cause  de  leur  symétrie,  et  ce  que 
l'auteur  même  avait  fait,  il  arrive  que  la  somme 
de  ces  trois  équations  revient  précisément  à  U 
nôtre  XL  -f-  YM  -h  ZN  =  o.   Ainsi,  Ton  avai 
rencontré  par  hasard  la  véritable  équation  dr 
problème ,  et  il  est  clair  qu'on  ne  s'en  était  poin 
aperçu;  car  on  aurait  vu  sans  doute  que,  1 
somme  des  trois  quantités  pouvant  être  nul] 
d'une   infinité   de    manières ,    sans   qu'aucun 
d'elles  le  soit  en  particulier,  il  pouvait  y  avo 
une  résultante  unique,  sans  qu'aucune  des  tro 
équations  regardées  comme  nécessaires  fûtsati 
faite;  d'où  l'on  aurait  conclu  qu'elles  n'étaie 
pas  nécessaires ,  et  qu'il  fallait  les  supprim 
avec  l'analyse  défectueuse  qui  y  avait  condi 
Mais,  avant  notre  théorie,   on   ne  savait  f 
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pré€i8ément  en  quoi  consistait  la  condition  géné- 
rale d  une  résultante  unique. 

Quoiqu'on  ait  depuis  rectifié  cette  analyse  par 
celle  que  j  ai  donnée  au  n^  106 ,  je  n'ai  pas  cru 
cette  petite  discussion  inutile,  non-seulement 
parce  qu  elle  éclaire  un  point  important  Hé  la 
composition  des  forces,  et  quelle  fait  voir  la 
fausse  supposition  sur  laquelle  on  s  appuyait, 
mais  parce  que  ce  paralogisme  subsiste  encore, 
et  s'est  reproduit  jusqu'ici  dans  un  ouvrage 
célèbre  où  l'auteur  des  équations  (A)  parait 
lavoir  emprunté. 

Cowllaire  Vil. 

H2.  liOrsqu'on  a  les  trois  équations  L  =  o , 
M  =  G,  N  =  o,  le  moment  G  du  couple  résul- 
tant est  nul ,  et  les  forces  appliquées  au  système 
se  réduisent  à  une  seule  R  dont  la  direction 
passe  par  Torigine. 

Et  comme  le  moment  G  ne  peut  être  nul ,  à 
moins  que  les  trois  moments  résultants  partiels 
L,  M,  N  ne  soient  nuls  à  la  fois,  il  s'ensuit  que 
si  l'on  voulait  exprimer  que  des  forces  quel- 
conques se  réduisent  à  une  seule  qui  passe  en  un 
point  donné,  il  faudrait,  eu  supposant  quon 
ait  pris  ce  point  pour  origine ,  poser  les  trois 
équations  L  =  o,  M  =  o,  N  =  o. 
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Remarque. 

113.  Nous  terminerons  cet  article  général 
par  un  théorème  important  sur  la  manière  d'es- 
timer les  forces  suivant  une  direction  donnée , 
et  leurs  moments  par  rapport  à  un  axe  donné, 
lorsque  l'on  connaît  déjà  ces  forces  et  leurs 
moments  estimés  par  rapport  à  trois  axes  rec- 
tangulaires. 

Mais  démontrons  d  abord  la  proposition  sur 
laquelle  on  s  appuie  au  n®  HO,  et  dont  nous 
nous  servirons  encore  ici. 

Soient  deux  droites  situées  dune  manière 
quelconque  dans  l'espace.  Nommons  a  ,  ]3 ,  y 
les  trois  angles  que  fait  la  première  avec  les 
trois  axes  coordonnés;  X,  ]ui,  v  les  angles  ana- 
logues de  la  seconde  avec  les  mêmes  axes  :  je 
dis  qu'on  aura,  pour  l'angle  9  que  ces  deux 
droites  forment  entre  elles, 

cos  6  =  cos a  cos  X  -h  cos ]3  ces /x  -f  cos  y  cosv. 

En  effet ,  transportons,  pour  plus  de  simpli- 
cité ,  nos  deux  droites  parallèlement  à  elles- 
mêmes  jusqu'à  l'origine  :  les  angles  a ,  ]S ,  y ,  X, 
Il  y  V  et  l'angle  6  ne  changeront  pas.  Prenons  sur 
la  première ,  à  partir  de  l'origine ,  une  longueur  ^ 
arbitraire  d ,  dont  l'extrémité  aura  pour  coor-  ; 
données  x ,  ^,  z.  Prenons  de  même  sur  la  se-  i- " 
conde  une  autre  longueur  quelconque  D ,  dont  Ig 


j 
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lextréniité  aura  pour  coordonnées  x ,  y  ,  z.  Si 
l'on  joint  ces  deux  extrémités  par  une  droite 
H  ,  on  aura  un  triangle  dont  les  trois  côtés  se- 
ront dy  D  et  H;  et  puisque  9  est  l'angle  compris 
entre  les  deux  premiers,  on  aura,  comme  on 
le  sait , 

H^  =  rf^  H-  D^  —  2  ^D  cos  0  ; 

mais  on  a 

D^  =  X^  +  Y^  -{-  Z% 

et     H^  =  (x  —  xy  +  (  j  —  y)^  -+-  (z  —  z)^ 

Substituant  daus  la  première  équation,  rédui- 
sant, et  dégageant  cosô,  il  vient 


COS0  = j ) 

rt.D 


OU  bien, 


^        XX        y    Y        z     z 

cosô  =  ~ h-, \-  -t'-'^ 

au        rt    1)        a    D 
mais  on  a  évidemment 

J=COSa,        -^^=008/3,        ^=:COS7, 

et  de  même, 

-=COsX,        -  =  COS]UL,       -=zCOSV. 

D  D  •     '         D 

Donc 
cosô  =  cosacosX  -f-  cosjScos/x4-  cosycosv. 
Si  l'on  veut  exprimer  que  les  deux  droites  d 
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et  D  sont  rectangulaires  entre  elles,  il  faut  poser 
cos  ô  =  o ,  et,  par  conséquent , 

cosa  cosX  -h  cos/3  cos/x  H-  cos  y  cos  v  =  o; 

ce  que  nous  avions  supposé  au  n^  110. 

114.  Actuellement  changeons  les  lettres  X, 
|x,  V ,  en  a',  ]3',  y',  et  considérons  une  force  R 
dirigée  suivant  la  première  droite.  Cette  force 
estimée  suivant  la  seconde,  ou  projetée  sur  elle, 
donnera  pour  sa  projection,  que  je  nomme  R% 
R'  =  Rcos0,  et,  par  conséquent, 

R'=:  R  cos  a  cos  a'-hR  cos/3  cos  /3'4-  R  cosy  cos/. 

Mais  Rcosa,  Rcosj3,  R  cosy  expriment  les 
trois  composantes  de  la  force  R  suivant  les  trois 
axes;  donc,  si  Ton  nomme  X,  Y,  Z  ces  compo- 
santes, on  aura  plus  simplement 

R'  =  X  cos  a'  -h  Y  cos  |S'  +  Z  cos  y'. 

Ce  qui  nous  fait  voir  que,  pour  estimer  suivant 
une  direction  différente  de  la  sienîic  une  force 
dont  on  connaît  déjà  les  composantes  suivant  trois 
axes  rectangulaires,  on  n^a  quà  prendre  la  somme 
de  ces  composantes  multipliées  respectivement  par 
les  cosinus  des  angles  quelles  forment  avec  la  cU" 
rection  nouvelle. 

C'est  ainsi  qu'en  Géométrie,  pour  projeter 
une  ligne  sur  un  axe  quelconque,  on  peut  d'à- 
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bord  projeter  cette  ligne  sur  trois  axes  rectan- 
gulaires; projeter  ensuite  ces  trois  projections 
sur  l'axe  donné ,  et  ajouter  ensemble  ces  pro- 
jections de  projeotions. 

115.  Pareillement ,  si  Ion  considère  un  couple 
dont  le  moment  soit  représenté  par  une  partie 
G  prise  sur  son  axe,  et  que  ce  moment  décom- 
posé par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires 
donne  les  moments  respectifs  L,  M,  N,  on  voit, 
comme  ci-dessus,  que  pour  estimer  le  moment 
G  par  rapport  à  un  axe  nouveau  qui  forme, 
avec  les  trois  premiers,  des  angles  X',  ]x',  v',  il 
n  y  aura  qu'à  prendre  la  somme  des  moments 
composants  L,  M,  N  multipliés  par  les  cosinus 
respectifs  de  c<*s  angles;  de  sorte  qu'en  nom- 
mant G'  la  valeur  relative  du  moment  G,  on 
aura 

G'=  F.  cosX'4-  M  cos]ul'4-  N  cosv'. 

D  où  il  résulte  que  la  somme  des  moments  de  tant 
de  forces  que  l'on  voudra  y  par  rapport  à  im  axe 
quelconque  y  est  égale  aux  sommes  de  leurs  mo- 
ments,  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires, 
multipliées  respectivement  par  les  cosinus  des 
angles  que  ces  trois  axes  font  avec  le  nouvel  axe 
donné.  Ce  qui  est  un  théorème  tout  semblable 
au  précédent. 
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DES  CONDITIONS  DE  L'ÉQUILIBRE 

Lorsque  le  corps  ou  système  sur  lequel  les 
forces  agissent   n'est   pas    entièrement 
libre    dans    V espace,    mais    se    trouve 
gêné  par  des  obstacles. 

Nous  alloQs  examiner  trois  cas  principaux 
auxquels  il  est  facile  de  ramener  tous  les  autres, 
comme  on  pourra  le  voir  par  la  suite. 

\. 

De  i équilibre  iVun  corps  qui  na  que  la  liberté 
de  tourner  en  tous  sens  autour  d'un  point 
fixe. 

Les  six  équations  de  l'équilibre  d  un  corps  ou 
système  libre  sont,  comme  nous  l'avons  trouvé 
ci-dessus, 

X=:o,      Y  =  o,      ZrizO, 
L  =  o,     M=o,    N  =  o. 

H 6.  Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  un 
point  fixe  dans  \e  système ,  et  qu'on  Tait  pris 
pour  l'oiigine  des  coordonnées.  Il  est  clair  qu'il 
pourrait  alors  y  avoir  équilibre  sans  que  ces  six 
équations  fussent  satisfaites;  car,  quoique  le 
point  fixe  soit  par  lui-même  incapable  de  pro- 
duire  le    moindre   effort,   il   peut    néanmoins 
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anéantir  ceux  des  puissances  dont  la  résultante 
irait  y  aboutir,  et  par  là  tenir  lieu  de  nouvelles 
forces  dans  le  système. 

Mais,  quelles  que  soient  les  forces  dont  un  . 
point  fixe  puisse  tenir  lieu  par  sa  résistance, 
il  est  bien  manifeste  qu'elles  doivent  toutes  pas- 
ser par  ce  même  point;  que,  par  conséquent, 
on  peut  toujours  les  y  concevoir  comme  compo- 
sées en  une  seule,  et  imaginer  ainsi,  à  la  place 
du  point  fixe,  une  force  unique  r  qui  remplace 
sa  résistance,  et  considérer  alors  le  système 
comme  parfaitement  libre  dans  Tespace. 

Les  six  équations  précédentes  devront  donc 
avoir  lieu  si  Ton  y  introduit  la  nouvelle  force  r. 

Or  cette  force ,  étant  immédiatement  appli- 
quée à  lorigine,  fournira  trois  nouvelles  com- 
posantes, X,  Y,  z,  dans  les  trois  axes,  et  ne 
fournira  aucun  couple  nouveau  dans  les  trois 
plans.  Les  six  équations  de  l'équilibre  seront 
donc 

XH-X=:0,       Y-f-Y  =  0,       Z-|-Z  =  0, 

L  =  o,     M  =  o,     N  =  o. 

Les  trois  résultantes  partielles  X,  Y,  Z  pour- 
ront donc  avoir  telles  valeurs  qu'on  voudra. 
Car,  en  supposant  la  résistance  du  point  fixe 
indéfinie  dans  tous  les  sens,  les  trois  forces  x^ 
Y,  z  prendront  telles  valeurs  et  tels  signes  qu  on 
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voudra ,  et,  s  égalant  toujours,  en  quelque  sorte, 
aux  trois  forces  contraires  X,  Y,  Z,  appliquées 
au  même  point,  rendront  toujours  les  trois  pre- 
mières équations  satisfaites. 

Mais  il  faudra  que  les  trois  moments  résul- 
tants partiels  L,  M,  N  soient  toujours  nuls 
d'eux-mêmes,  ce  qui  nous  fait  voir  que,  pour 
l'équilibre  d'un  corps  qui  na  que  la  liberté  de 
tourner  autour  d'un  point  fixe  y  il  est  nécessaire  et  il 
suffit  que  la  somme-  des  moments  des  forces  par 
rapport  à  trois  axes  rectangulaires  menés  par  ce 
point  soit  nulle  d'elle-même  relativement  à  chacun 
de  ces  trois  axes. 

117.  Lorsque  toutes  les  forces  appliquées  au 
corps  sont  parallèles,  on  peut  mener  par  le 
point  fixe  deux  pians  parallèles  à  leurs  direc- 
tions ,  et  décomposer  tous  les  couples  dans  ces 
deux  plans.  Il  suffit  donc  alors,  pour  l'équilibre 
du  système,  que  la  somme  des  moments  soit 
nulle  par  rapport  à  deux  axes  perpendiculaires 
à  ces  plans. 

Lorsque  toutçs  les  forces  sont  dans  un  même 
plan  avec  le  point  fixe,  tous  les  couples  à  1  Re- 
gard de  ce  point  sont  aussi  dans  ce  plan;  et 
il  suffit  alors  que  la  somme  des  moments  soit 
nulle  par  rapport  à  un  seul  axe  perpendiculaire 
à  ce  plan. 
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Remarque. 

118.  Nous  savons  que  les  trois  équations 
ri  =  o,  M  =  o,N  =  o,  qui  assurent,  dans  le 
cas  général,  l'équilibre  du  système,  expriment 
d'une  autre  manière  (  1 12)  que  les  forces  appli- 
quées doivent  avoir  une  résultante  unique  qui 
passe  par  le  point  fixe.  Donc,  si  Ton  avait  voulu 
partir  de  cette  conséquence  comme  principe, 
c'est-à-dire  regarder  d'abord  comme  évident 
que  les  forces  appliquées  ne  peuvent  se  faire 
équilibre  autour  du  point  fixe,  à  moins  qu'elles 
naient  une  résultante  unique  dirigée  vers  ce 
point,  on  en  aurait  conclu  réciproquement  que 
l'on  doit  avoir  pour  l'équilibre,  les  trois  équa- 
tions L  =  o,  M  =  o,N  =  o;  ce  qui  nous  au- 
rait conduits  au  même  résultat. 

Corollaire, 

De  la  pression  exercée  par  les  forces  sur  le  point 
fixe, 

119.  Quoique  nous  ayons  supposé  le  point 
fixe  susceptible  d^une  résistance  indéfinie  en 
tous  sens,  cependant ,  lorsque  des  forces  don- 
nées se  font  actuellement  équilibre  sur  cet  appui , 
il  n'a  besoin  que  d'une  certaine  résistance  déter- 
minée. Cette  résistance  actuelle,  prise  en  sens 
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contraire,  est  ce  que  Ton  iiomuie  la  pression 
qu'il  éprouve  de  la  part  des  forces  du  système. 
Ainsi,  pour  calculer  cette  pression,  on  n'aura 
qu a  déterminer  la  force  —  r.  Mais  Ton  a,  par 
les  équations  ci-dessus  ,  pour  ses  trois  compo- 
santes —  X,  —  Y,  —  z  dans  les  trois  axes, 

~x  =  X,  -Yz=Y,   ~z  =  Z. 

D  où  il  suit  que  la  pression  est  égale  à  la  résul- 
tante de  toutes  les  forces  du  système  ^  transportées 
parallèlement  à  elles-mêmes  au  point  fixe. 

Et  c'est  ce  qu'il  était  facile  de  reconnaître 
d'abord  ;  car  le  point  fixe  ne  peut  être  pressé 
que  par  les  forces  qui  s'y  sont  transportées  pa- 
rallèlement à  elles-mêmes,  et  par  les  couples 
qu'elles  ont  foitnés  à  Tégard  de  ce  point  ;  mais 
puisque  ces  couples  doivent  être  en  équilibre 
d'eux-mêmes,  c'est-à-dire  seraient  en  équilibre 
quand  bien  même  le  corps  serait  entièrement 
libre,  il  s'ensuit  qu'ils  ne  peuvent  nullement 
charger  le  point  fixe ,  et  que ,  par  conséquent , 
ce  point  n'est  pressé  que  par  la  résultante  des 
premières  forces. 

II. 

De  ^équilibre  d'un  corps  qui  na  d'autre  liberté 
que  celle  de  tourner  autour  de  la  ligne  qui  joint 
deux  points  fixes. 

tijr.  30.       120.  Soient  A  et  13  {fie/.  36)  les  deux  points 
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fixes.  Prenons  AB  pour  Tun  des  trois  axes,  pour 
celui  des  abscisses  par  exemple,  et  le  point  fixe 
A  pour  Forigine. 

Quelles  que  soient  les  forces  dont  chacun  des 
points  fixes  puisse  tenir  lieu  par  sa  résistance, 
on  peut  toujours  les  concevoir  comme  réduites 
à  deux  forces  r  et  r'  immédiatement  appliquées 
à  ces  points,  et  substituant  ainsi  à  la  place  des 
deux  points  A  et  B  les  deux  forces  respectives  r 
et  r'  qui  remplacent  leurs  résistances  actuelles , 
considérer  le  système  comme  parfaitement  libre 
dans  l'espace. 

Les  six  équations  de  l'équilibre  doivent  donc 
avoir  lieu  en  y  introduisant  les  deux  nouvelles 
forces  r  et  r'. 

Or  la  force  r,  immédiatement  appliquée  à 
lorigine  A,  donnera  trois  composantes  x,  y,  z 
dans  les  axes,  et  ne  donnera  aucun  couple  dans 
les  plans. 

Laforce  r',appliciuée  en  B,  donnera  trois  com- 
posantes x',  y'  z',  la  première  dans  Taxe  des 
abscisses,  les  deux  autres  dans  les  plans  respec- 
tifs XY,  XZ.  La  force  x'  qui  tombe  dans  l'axe 
des  abscisses,  étant  transportée  à  l'origine, 
donnera  un  couple  nul;  mais  les  deux  forces 
y'etz',  transportées  à  l'origine,  donneront  deux 
couples  dans  les  plans  respectifs  XY,  XZ  adja- 
cents à  l'axe  de  rotation  ;  et  les  moments  de  ces 
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couples  seront  (en  faisant  AB  =  a)Y'a,  z'a. 
Les  équations  de  l'équilibre  seront  donc 

X-4-XH-X'  =  o,  Y-f-Y4-Y'  =  0,Z+Z+Z'=0, 
ri  =  o,     M-f-z'a  =  o,     N  — Y'a=o. 

Ijes  cinq  quantités  X,  Y,  Z,  M,  N  pourront 
donc  avoir  telles  valeurs  qu  on  voudra  ;  car,  en 
supposant  la  résistance  des  deux  points  fixes 
indéfinie  en  tous  sens,  les  quantités  x,  Y,  z, 
x',  y',  z'  auront  telles  valeurs  et  tels  signes  qu'on 
voudra,  et  les  trois  premières  équations,  ainsi 
que  les  deux  dernières,  seront  toujours  satis- 
faites. 

Mais  il  faudra  qu'on  ait  toujours,  pour  les 
seules  forces  appliquées  au  système,  lequation 
L  =:  o.  Ce  qui  nous  apprend  que  tes  conditions 
de  r équilibre  d'un  corps  assujetti  à  tourner  autour . 
d'un  axe  fixe  se  réduisent  à  ce  que  la  somme  des 
moments  des  forces  estimés  par  rapport  à  cet  axe 
soit  nulle  d'elle-même. 

Remarque. 

121.  Si  les  deux  points  A  et  B  n  étaient  pas 
arrêtés  en  tous  sens,  mais  pouvaient  couler  en- 
semble dans  la  direction  AB,  comme  si  on  les 
supposait  unis  entre  eux ,  et  renfermés  dans  un 
canal  infiniment  étroit  AB,  leurs  résistances  X 
et  x'  dans  le  sens  de  Taxe  des  abscisses  seraient 
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nulles  d'elles*-mêmes ,  et  Ton  aurait  encore  i'é- 
quatioD  X  =  o;  de  manière  que,  lorsque  le 
corps  a  la  liberté  de  se  mouvoir  dans  le  sens 
de  Taxe  de  rotation ,  outre  la  première  condi- 
tion énoncée  ci-dessus,  il  faut  encore  que  la 
somme  des  forces  décomposées  parallèlement  à 
cet  axe  soit  nulle  d'elle-même. 

Corollaire. 

Des  pressions  exercées  par  les  forces  sur  les  deux 
points  fixes. 

122.  Ces  pressions  n'étant  autre  chose  que 
les  deux  résistances  actuelles  r  et  r'  des  deux 
points  fixes,  estimées  en  sens  contraires  ,  on 
aura  pour  déterminer  leurs  composantes  —  x , 
—  y,  —  z;  —  x',  —  y',  —  z'  parallèles  aux  trois 
axes ,  les  cinq  équations 

X-f-x-f-x'  =  o,  Y+yh-y'  =  o,  Zh-zh-z'=o, 
M-hz'a  =  Oy     N  — Y'a  =  o. 

Mais  comme  il  y  a  six  inconnues,  il  parait 
d*al>ord  que  les  deux  pressions  --  r  et  —  r' 
seront  indéterminées,  ou  du  moins  que  Ton 
pourra  disposer  à  volonté  de  Tune  de  leurs  six 
composantes.  Cependant,  si  Ton  observe  que 
les  deux  inconnues  — x,  —  x',  n'entrent  que 
dans  la  première  équation,  on  voit  que  les 
quatre  autres  seront  déterminées  par  les  équar 
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t  ions  restantes.  En  effet,  Ton  aura  sur-le-champ, 
par  les  deux  dernières  équations, 

a  a 

et  substituant  dans  les  deux  précédentes,  on 

aura 

Yrt-f-N  Z«  — M 

—  Y=  ?      — Z=  9 

a  a 

Ainsi,  Tindétermination  ne  portera  que  sur 
les  deux  composantes  —  x,  —  x',  dont  la  somme 
seulement  sera  déterminée  par  la  première 
équation  X  4-  X  -H  X  '  =  o. 

Les  deux  forces  —  Y,  —  z,  perpendiculaires  à 
Taxe  de  rotation  au  point  A,  se  composeront  en 
une  seule  ^Y^  -^  z^  perj)endiculaire  au  même 
axe,  et  qui  fera  avec  les  axes  desj-,  z  des  angles 
dont  les  cosinus  respectifs  seront 

—  Y  —  z 


Les  deux  forces  — y',  —  z',  perpendiculaires 
à  Taxe  de  rotation  au  point  B,  se  composeront 
de  même  en  une  seule  \y'--|-z'^  perpendicu- 
laire au  même  axe,  et  qui  fera  avec  les  axes 
desj^  et  z  des  angles  dont  les  cosinus  respectifs 

seront 

—  y'  — z' 


y/Y'2^z'2-  ^V'-I-Z'^' 
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Ainsi  les  deux  pressions  normales  à  l'axe,  aux 
points  respectifs  A  et  B ,  seront  nécessairement 
déterminées  de  grandeur  et  de  direction;  et, 
par  conséquent,  les  pressions  absolues  —  r  et 
—  r'  n'auront  que  cette  indétermination  parti- 
culière, savoir,  qu'il  faudra  les  choisir  de  telle 
sorte  qu'étant  décomposées  chacune  en  deux 
autres.  Tune  dans  Taxe,  et  l'autre  perpendicu- 
laire à  cet  axe,  les  deux  forces  normales  aient 
les  valeurs  et  les  directions  que  nous  venons 
de  donner,  et  les  deux  forces  situées  dans  Taxe 
fassent  une  somme  constante  égale  à  X. 

125.  Pour  voir  à  quoi  tient  cette  indéter- 
mination ,  qui  dépend  de  celle  des  deux  résis- 
tances actuelles  x,  x'  que  les  points  fixes  A  et  B 
doivent  opposer  dans  le  sens  de  la  ligne  qui  les 
joint,  on  peut  remarquer  que  ces  deux  points, 
qu'on  peut  supposer  unis  par  une  verge  inflexi- 
ble ,  se  prêtent  un  appui  réciproque  ;  de  manière 
que  chacun  d'eux  a  toujours,  ou  par  lui-même, 
ou  par  le  secours  de  l'autre,  la  résistance  ac- 
tuelle dont  il  a  besoin  pour  l'équilibre  ,  pourvu 
que  la  somme  de  ces  résistances  soit  suffisante. 
On  ne  peut  donc  pas  demander,  et  il  est  impos- 
sible que  le  calcul  détermine  des  valeurs  par- 
ticulières, pour  deux  résistances  qui,  passant 
tacitement,  en  tout   ou  en  partie,  de  l'un  à 

Statique  P.  1 1 
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Taiitre    point,  se  confondent  en  une  seule  et 
même  résistance. 

III. 

De  réquilihre  dun  corps  qui  s  appuie  contre  un 
plan  inébranlable. 

124.  Prenons  ce  plan  pour  ^^ui  des  x,yy 
que  Ton  nomme  le  plan  horizontal  pet ,  suppo* 
sant  d  abord  que  le  corps  ne  s  appuie  owatre  ce 
plan  que  par  un  seul  point  A,  regarda)»  ce 
point  d'appui  comme  l'origine  des  coordoni 

Il  est   facile  de  voir  que   lorsqu'une 
presse  un  point  contre  un  plan,  cette  force ^ 
toujouï^s  se  concevoir  comme  décomposé^ 
deux  autres ,  Tune  perpendiculaire  au  plar 
Tautre  située  dans  ce  plan.  La  première  es! 
cessairement  détruite  par  la  résistance  du 
car  il  n  y  a  pas  de  raison  pour  qu  elle  m 
le  point  d  un  côté  plutôt  que  d'un  autre  dal 
plan ,  et  d'ailleurs  elle  ne  peut  le  mouv^ 
travers;  mais  la  seconde  obtient  tout  son 
parce  que  son  actidu  ne  peut  être  altérée 
la  résistance    dun  plan   le  long  duquel] 
s'exerce.  Le  plan  résistant  ne  peut  donc 
truire  que  des  forces  dont  les  directions  luil 
normales,  et,  par  conséquent,  sa  résistancJ 
peut  faire  naître  que  de  telles  forces  dan? 
système. 
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Soit  donc  z  la  résistance  actuelle  du  point 
d  appui  dans  Taxe  des  z.  Les  équations  de  lequi- 
Ubre  deviendront  : 

X=:o,       Y  =  o,       Z4-z  =  o, 

li  —  G,  M=i:0,  N—  G. 

Les  trois  dernières  nous  font  voir  (112) 
que  les  forces  appliquées  au  corps  doivent  se 
réduire  à  une  seule  qui  passe  par  Torigine,  c  est- 
à-dire  par  le  point  d  appui; 

Les  deux  premières,  que  cette  résultante  doit 
être  verticale,  c'est-à-dire  perpendiculaire  au 
plan  fixe; 

Et  la  troisième,  Z  -+-  z  =  g,  que  cette  résul- 
tante Z  peut  avoir  une  valeur  quelconque, 
pourvu  qu'elle  soit  désigne  contraire  à  la  résis- 
tance z  du  plan;  c est-à-dire  qu'en  supposant, 
ccmime  nous  le  ferons  désormais,  que  le  corps 
soit  placé  au-dessus  du  plan  des  x,^%  il  faut 
<|nê  la  force  Z  ne  soit  pas  positive  :  sans  quoi , 
^tendant  à  soulever  le  corps  au-dessus  du  plan, 
^«ite  n'y  ferait  naître  aucune  résistance,  et  le  plan 
^^e selrvirait  à  rien  pour  l'équilibre;  de  manière 
^^'4  faudrait  les  mêmes  conditions  que  si  le 
fi&ne  était  parfaitement  libre. 

ffm.  Supposons  actuellement  que  le  corps 
ppuie  par  un  second  point  B.  Prenons  AB 
•iHwr  l'axe  des  jc  ,  et  le  point  A  pour  l'origine. 
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Le  point  A  fait  naître  une  résistance  z  dans 
Taxe  même  des  z.  Le  point  B  fera  naître  une 
résistance  z'  dans  le  planxxzy  et  donnera  dans 
ce  plan  un  couple  dont  le  moment  sera  z'a',  en 
faisant  AB  =  a'. 

Les  équations  de  1  équilibre  seront  donc 

X  =  o,       Y  =  o,       ZH-z-t-z'  =  o, 
L  =  o,       M-hz'a'  =  o,       N  =  G. 

Ces  équations  nous  font  voir  que  Téquation 
de  condition  XL  4-  YM  4-  ZN  =  o   est  satis- 


faite, ainsi  que  l'inégalité  y^X^  -{-  Y^  H-  Z^  >>  o 
(puisque  les  deux  résistances  z  et  z'  ne  pouvant 
être  supposées  toutes  deux  nulles,  et  étant  de 
même  signe,  la  force  Z  ne  peut  être  nulle).  Les 
forces  appliquées  au  système  doivent  donc  avoir 
une  résultante  unique. 

Les  deux  premières  équations  montrent  que 
cette  résultante  doit  être  verticale,  cest-à-dire 
perpendiculaire  au  plan  fixe;  et  la  troisième, 
Z  H-  z  +  z'  =  o ,  qu  elle  peut  avoir  telle  valeur 
qu'on  voudra,  pourvu  qu'elle  ne  soit  pas  posi- 
tive. 

Enfin,  si  Ton  cherche  les  valeurs  des  deux 
coordonnées /jet  9  du  point  O  où  sa  direction  doit 
rencontrer  le  plan  horizontal,  comme  on  a  (  108) 

M  —L 

P  =  T       ^=-z"' 
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en  mettant  à  la  place  des  quantités  L,  M,  /, 
leurs  valeurs  tirées  des  équations  précédentes, 
on  aura 

Donc,  puisque  Ion  a  fjf  =  o,  il  faut  que  le  point 
où  elle  rencontre  le  plan  horizontal  tombe  sur 
la  ligne  des  abscisses,  c'est-à-dire  sur  la  ligne 
qui  joint  les  deux   points  d'appui  ;  et  puisque 

Ton  3  p  =  a^  -TT7'  ^  cause  de  ; — -    toujours 

z     I  '  z  z  *T~  Z 

<  I ,  on  a  />  toujours  -<  a',  et,  par  conséquent, 
la  direction  de  la  résultante  doit  toujours  tom- 
ber entre  les  deux  points  d  appui  A  et  B. 

126.  Supposons  enfin  que  le  corps  sappuic» 
contre  le  plan  par  tant  de  nouveaux  points 
qu  on  voudra,  C ,  D  ,  etc. ,  qui  soient  tous  pla- 
cés d'un  même  côté  à  l'égard  de  la  droite  AB, 
qui  est  toujours  regardée  comme  l'axe  des  ab- 
scisses X,  Conservant  pour  les  deux  points  A 
et  B  les  dénounnations  précédentes,  nommons 
il"  et  b"  les  deux  coordonnées  du  point  C; 
a"  et  h'"  celles  du  point  D,  et  ainsi  de  suite.  La 
résistance  z"  du  point  C,  étant  transportée  à 
l'origine,  donnera  deux  couples  dans  les  plans 
verticaux  XZ,  YZ,  dont  les  moments  seront 
y/'a"j  v/'h"  ;  la  résistance  /"'  du  point  D  donnera 
de  morne  deux  couples  dans  les  mêmes  plans, 
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et  dont  les  moments  seront  z'"a'"j  z"'b"' ,  et  ainsi 
de  suite.  Les  équations  de  lequilibre  seront 
donc 

X  =:  o,  Yi=io,  Z-+-z-f-z'  +  z"-hz'"  +  etc.  =  o, 

L  ^i"b"-z"b"'  —  eic,  =  o, 

M  4-  z'a'  +  z"a"  +  z'"a'"  +  etc.  =  0,   N  =  o. 

Ces  équations  nous  font  voir  d'abord,  comme 
dans  l'article  précédent,  que  toutes  les  forces 
appliquées  au  système  doivent  se  réduire  à  une 
seule,  perpendiculaire  au  plan  fixe,  et  dont  la 
valeur  ne  soit  pas  positive. 

En  second  lieu,  je  dis  que  sa  direction  doit 
rencontrer  ce  plan  dans  l'intérieur  du  polygone 
formé  par  les  points  d'appui  A,  B,  C,  D,  etc. 

En  effet,  si  l'on  nomme,  comme  ci-dessus, 
q  l'ordonnée  du  point  O,  où  cette  résultante 
rencontre    le    plan    horizontal;    comme  on  a 

H  =1  ^^  en  mettant  pour  L  et  Z  leurs  valeurs 

tirées  des  équations  précédentes ,  on  aura 

^  —  z-f-z'H-z"4-z'"  +  elc.  ' 

Or  les  résistances  z,  z\  z\  z'%  etc.,  étant 
toutes  positives,  et  les  ordonnées  h'\  b'%  etc.  ^ 
toutes  de  même  signe ,  puisque  les  points  C , 
D,  etc.,  sont,  par  hypothèse  tous  placés  du 
même  côté  de  Taxe  des  abscisses,  il  s'ensuit 
que  Tordonnée  q  sera  de  même  signe  que  ces 
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ordounées,  et  que,  par  conséquent,  le  point  O 
sera,  à  l'égard  de  la  ligne  AB  qui  joint  les  deux 
points  d'appui  A  et  B,  du  même  côté  que  les 
autres  G,  D,  etc.  Donc,  puisqu'on  aurait  pu 
prendre  pour  Taxe  des  abscisses  toute  autre 
droite  AC,  BD,  etc.,  qui,  joignant  deux  points 
d'appui,  laisse  tous  les  autres  d'un  même  côté, 
on  peut  conclure  que  le  point  O  doit  se  trouver, 
à  l'égard  de  chacune  de  ces  lignes,  du  même 
côté  que  les  autres  points  d'appui,  et,  par  consé- 
(juent ,  doit  tomber  nécessairement  dans  l'in- 
térieur du  polygone  formé  par  tous  les  points 
d'appui. 

Corollaire. 

Des  pressions  exercées  par  la  résultante  des 
forces  du  système  sur  les  différents  points 
d'appui, 

127.  Ces  pressions,  estimées  en  sens  con- 
traire, ne  sont  autre  chose  que  les  résistances 
z,  z',  z",  z'\  etc.,  dont  les  points  d'appui  A, 
B,  G,  D,  etc.,  ont  actuellement  besoin  pour 
l'équilibre.  On  aura  donc,  pour  les  déterminer, 
les  trois  équations  : 

Z  -f-  z  --h  z'  -h  z"  -f  z'"  -h  etc.  =  o, 

L  -  b'A"  ~  6'"z'   -  etc.  =::0, 

;M  4.  a' 7/  -f-  a"z"  +  a"'yj"  -+-  etc.  =  o. 
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Mais  comme  on  n^a  que  ces  trois  équations, 
avec  cette  seule  condition ,  que  les  inconnues  z, 
z',  z'\  z"\  etc. ,  doivent  être  toutes  positives ,  il 
s'ensuit  que  les  diverses  pressions  exercées  sur 
le  plan  demeurent  indéterminées  lorsqu'il  y  a 
plus  de  trois  appuis ,  et  même  lorsqu'il  n'y  en  a 
que  trois,  s'ils  tombent  en  ligne  droite.  Car,  en 
supposant  que  le  troisième  point  C  tombe  avec 
les  deux  autres  A  et  B  sur  l'axe  des  abscisses, 
l'ordonnée  b"  devient  nulle,  et  l'inconnue  z" 
disparaissant  d'elle-même  dans  Téquatioti 
L  —  b"  z"=  o,  il  ne  reste  plus  que  deux  équa- 
tions pour  calculer  les  trois  inconnues  z,  z',  z'^, 
qui  sont  encore  indéterminées. 

On  pourra  donc,  dans  ce  cas,  se  donner  à 
volonté  l'une  des  pressions,  et,  dans  le  cas  gé- 
néral, se  donner  les  pressions  de  tous  les  points 
d'appui ,  hors  trois.  On  calculera  ensuite  ces 
dernières  pressions  par  les  équations  précé- 
dentes; et  pourvu  que,  dans  les  différentes 
hypothèses  que  l'on  fera,  le  calcul  ne  mène 
à  aucune  pression  positive,  le  problème  sera 
toujours  bien  résolu. 

Remarque, 

128.  Mais  si  nous  trouvons,  d'après  les  prin- 
cipes établis  ci-dessus,  que  les  pressions  sont 
indéterminées  lorsqu'il  y  a  plus  de  trois  points 
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d appui,  d'un  autre  côté,  en  considérant  à 
priori  un  corps  appuyé  contre  un  plan,  par  un 
nombre  quelconque  de  points,  et  tenu  en  équi- 
libre par  une  force  normale  à  ce  plan,  il  nous 
parait  évident  que  chaque  point  de  contact  doit 
être  actuellement  pressé,  et  que,  s'il  est  pressé, 
c'est  avec  une  certaine  force  tout  à  fait  déter- 
minée, ce  qui  serait  absurde  autrement:  et  de 
là  résulte  une  espèce  de  paradoxe  qui  ne  parait 
pas  facile  à  expliquer. 

Gardons-nous  d'abord  d'en  conclure,  avec 
d^Alembert ,  que  la  théorie  connue  jusqu'ici  est 
insuffisante  pour  résoudre  le  problème  en  ques- 
tion ;  car  nous  allons  voir  que  ce  problème  est 
indéterminé  par  l'hypothèse  même  que  l'on  a 
faite,  et  que  la  théorie  donne  tout  ce  qu'on  peut 
demander  sans  se  contredire  soi-même. 

En  effet,  si  Ion  fait  attention  qu'il  s'agit,  par 
hypothèse ,  d'un  corps  dont  la  figure  est  parfai- 
tement invariable,  on  peut  concevoir  les  points 
de  contact  de  ce  corps,  comme  unis  entre  eux 
par  un  plan  parfaitement  inflexible,  lequel  re- 
pose sur  les  points  fixes  A,  B,C,  D,  etc.  Or, 
lorsqu'il  y  a  plus  de  trois  points  d'appui,  ou 
seulement  trois  quand  ils  tombent  en  ligne 
droite ,  il  n'est  pas  difficile  de  voir  que  certaines 
parties  des  pressions  qu'on  supposerait  exercées 
par  le  plan  sur  ces  points,  peuvent  être  ima- 


s 
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satisfasseDt  ensemble  aux  trois  équations  don- 
nées ci-dessus ,  de  quelque  autre  manière  per- 
mise par  les  mêmes  équations  y  que  Ton  veuille 
répartir  les  forces  de  pression  sur  ces  différents 
points,  chacun  d'eux  trouvera  toujours,  ou 
dans  sa  résistance  propre ,  ou  dans  sa  résistance 
unie  avec  celle  qu'il  empruntera  des  autres 
points  d appui,  la  résistance  actuelle  dont  il 
aura  besoin  pour  détruire  la  pression  qu'on  lui 
suppose. 

Il  n^en  est  pas  de  même  dans  le  cas  de  deux 
points  d'appui,  et  dans  celui  de  trois  non  en 
ligne  droite  :  les  résistances  actuelles  sont  dé- 
terminées ,  et  doivent  1  être  ;  car  chaque  point 
d'appui  se  trouvant  seul  à  côté  de  l'autre  ,  ou  , 
dans  le  second  cas ,  à  côté  de  la  ligne  qui  joint 
les  deux  autres,  il  est  visible  qu'il  ne  peut  avoir 
que  sa  résistance  propre,  et  ne  pourrait  pas  en 
emprunter  des  appuis  voisins ,  si  elle  n'était  pas 
suffisante. 


150.  Le  paradoxe  que  nous  venons  de  ré- 
soudre est  d'autant  plus  frappant,  que,  dans  la 
nature,  les  pressions  exercées  par  les  corps  aux 
différents  points  de  contact  sont  nécessairement 
déterminées  dans  tous  les  cas,  ce  qui  serait  ab  - 
surde  autrement. 

Mais  tous  les  corps  sont  plus  ou  moins  flexi- 
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bles  et  élastiques  ;  et  lorsqu'ils  sont  pressés  les 
uns  contre  les  autres  par  différents  points  situés 
dans  le  même  plan ,  la  pression  totale  se  dis- 
tribue d'une  manière  particulière  en  vertu  de 
ces  propriétés  physiques ,  et  des  trois  équations 
données  ci-dessus  (127) ,  auxquelles  les  pres- 
sions individuelles  doivent  toujours  satisfaire: 
or  il  faudrait  savoir  tenir  compte  de  ces  pro- 
priétés, pour  trouver  en  tout  autant  d'équations 
qu'il  y  a  de  points  de  contact ,  et  connaître  par 
là  les  diverses  pressions;  et  c'est  une  question 
très-délicate  de  Physique,  que  nous  ne  cher- 
cherons pas. à  discuter  ici. 

151.  Ce  que  nous  avons  dit  sur  l'équilibre 
d'un  corps  qui  s'appuie  contre  un  seul  plan 
peut  aisément  s'appliquer  à  un  corps  qui  s'ap- 
puierait contre  plusieurs  plans  à  la  fois.  Chacun 
de  ces  plans  fera  naître  aux  différents  points 
de  contact  des  résistances  normales  à  sa  sur- 
face; et,  en  introduisant  dans  les  six  équations 
de  l'équilibre  ces  nouvelles  forces  indétermi- 
nées ,  on  parviendra  facilement  aux  conditions 
que  doivent  remplir  les  forces  immédiatement 
appliquées. 

152.  Si  le  corps  s  appuie  en  différents  points 
contre  une  ou  plusieurs  surfaces  courbes  quel- 
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conques,  on  pourra  supposer  qu'il  s  appuie  sur 
les  plans  tangents  menés  aux  surfaces  en  ces 
points.  Ainsi,  connaissant  les  équations  de  ces 
surfaces ,  on  cherchera  celles  des  plans  tangents 
ou  des  normales  aux  divers  points  de  contact  : 
on  introduira  dans  les  équations  de  l'équilibre 
autant  de  forces  indéterminées,  dirigées  sui- 
vant ces  normales,  et  le  problème  reviendra  au 
précédent. 
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CHAPITRE  III. 

DES  CENTRES  DE  GRAVITÉ. 


Jusqu'à  présent  nous  avons  fait  abstraction 
de  la  pesanteur  des  corps  ;  nous  allons  voir  ici 
comment  on  peut  avoir  égard  à  cette  propriété 
générale  de  la  matière ,  afin  d'appliquer  les 
principes  établis  ci-dessus  à  l'équilibre  des 
corps,  tels  qu'ils  sont  dans  la  nature. 

I. 

155.  On  nomme  pesanteur  ou  (fravité  cette 
cause  inconnue  qui  fait  descendre  les  corps  vers 
la  terre  ,  lorsqu'ils  sont  abandonnés  à  eux- 
mêmes. 

La  pesanteur  étant  une  cause  de  mouvement, 
on  peut  la  considérer  comme  une  force. 

Cette  force  pénètre  les  parties  les  plus  in- 
times des  corps ,  et  agit  également  sur  toutes 
leurs  molécules  ;  car  lexpérience  prouve  que , 
dans  le  vide,  des  corps  quelconques  de  masses 
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inégales,  une  balle  de  plomb  par  exemple, 
et  le  duvet  le  plus  léger,  tombent  de  la  même 
hauteur  avec  la  même  vitesse  ;  d'où  l'on  doit 
conclure  que  les  molécules  d'un  corps  qui 
tombe  descendent  toutes  de  la  même  manière 
que  si  elles  étaient  simplement  contiguës,  sans 
être  liées  les  unes  aux  autres.  Ainsi,  laction  de 
la  pesanteur  s'exerce  sur  toutes  les  molécules 
d'un  corps,  et  se  fait  sentir  également  à  cha- 
cune d'elles. 

Cependant  l'intensité  de  la  pesanteur  n'est 
pas  rigoureusement  la  même  pour  une  même 
molécule  placée  dans  des  lieux  différents  par 
rapport  au  globe  terrestre  :  elle  varie  à  la  sur- 
face de  la  terre ,  depuis  1  equateur  où  elle  est 
la  plus  petite,  jusqu'au  pôle  où  elle  est  la  plus 
grande  :  de  plus ,  elle  diminue  à  la  même  dis- 
tance de  l'équateur,  à  mesure  que  la  molécule 
s'éloigne  davantage  du  centre  de  la  terre  ;  et  ' 
l'on  sait  qu'elle  décroît  toujours  dans  le  même 
rapport  que  le  carré  de  cet  éloignement  aug- 
mente. Mais  pour  les  molécules  des  corps  que 
l'on  considère  ordinairement  en  Statique ,  il 
n'y  a  pas  assez  de  différence  entre  leurs  dis- 
tances à  l'équateur ,  ou  au  centre  de  la  terre , 
pour  que  les  variations  de  la  pesanteur  y  soient 
sensibles.  Ainsi,  l'on  est  autorisé  à  regarder  la 
pesanteur  comme  une  force  constante. 
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La  direction  de  la  pesanteur  est  fort  bien  re- 
présentée par  celle  d ïin  fil  à  plomb  en  équi- 
libre, ou  par  la  perpendiculaire  à  la  surface 
des  eaux  tranquilles. 

Cette  direction  dans  le  lieu  que  Ton  considère 
se  nomme  la  verticale ^  et  tout  plan  perpendicu- 
laire à  la  verticale  se  nomme  le  plan  horizontal, 
La  surface  de  la  terre ,  ou  plutôt  celle  des 
mers*,  étant  à  peu  près  sphérique,  les  direc- 
tions de  la  pesanteur  vont  à  peu  près  concourir 
au  centre  du  globe.  Ainsi,  à  mesure  que  Ton 
chemine  sur  la  terre ,  la  verticale  change  aussi 
bien  que  le  plan  horizontal  :  mais  comme  les 
distances  dont  il  s'agit  ordinairement  dans  la 
Statique  sont  très-petites  à  l'égard  du  rayon  de 
la  terre,  qui  a  près  de  i  5oo  lieues,  les  direc- 
tions de  deux  verticales  peu  éloignées ,  qui  vont 
à  peu  près  concourir  à  cette  distance,  peuvent 
être  regardées  comme  parallèles  ,  sans  erreur 
sensible. 

Nous  considérerons  donc  toutes  les  molécules 
égales  d  un  corps  pesant  ^  comme  sollicitées  par 
de  petites  forces  égales ,  parallèles  et  de  même 
sens,  et  nous  pourrons  appliquer  aux  forces  qui 
proviennent  de  la  gravité  tout  ce  que  nous 
avons  dit  des  forces  parallèles  appliquées  à  un 
assemblage  de  points  liés  entre  eux  d'une  ma- 
nière invariable. 

Statique  P.  12 
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154.  Et  d'abord ,  uotis  ei    ^  i^f^<ét  ^ m , 

résultante  de  toutes    les  for 

pesanteur  leur  est  parallèle^  ^^  M  i  JbrJ 

ticale; 

En    second    lieu,    qiiW/e    j?  vtole  ai  ce  1 

somme.  '  p;  J'oii  Ion  1 

La  quantité  de   cette  résf^        o^porlioniM^' 
,,  ^  ,  .  ,    j  ment  a  f^ 

Ion  nomme  le  poids  du  cofl^  iiM>5ait,tn* 

que  le  poids  dW  coips  est  p^         ^t^d 

nombre  des  molécules  qui  le  conl|t    ,^tiBj\ieraie 

la  quantité  de  matière  qu'il  renie. 

Ton  nomme  sa  masse.  Ainsi,  Ton  d 

mot  de  pesanteur  ou  gravité ,  d'avec 

poids.  La  pesanteur  désigne ,  comme 

vous  dit,  la  cause  qui  attire  les  corps  v 

terre  ;  mais  le  poids  désifjne  la  force  par 

lière  qui  en  résulte  pour  chacun  d'eux; 

qui  est  proportionnelle  à  leur  masse,  et  é 

à  Teffort  qu'il  faudrait  employer  pour  tes 

tenir. 


celai  m 


llCtt' 

ml 


155.  En  troisième  lieu,  comme  nous  avcl 
vu  que  pour  les  forces  parallèles,  appliquécJ 
différents  points,  il  y  a  un  centre,  cesl-à-di 
un  point  unique  par  lequel  passent  continuelle 
ment  leurs  résultantes  successives,  lorsque  For 
incline  successivement  tout  le  groupe  de  ceî 
forces  dans  diverses  positions ,  il  s  ensuit  qui 
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existe  toujours,  pour  un  corps  pesant,  un  point 
unique  par  lequel  passe  continuellement  la  di- 
rection du  poids,  lorsque  Ion  tourne  succes- 
sivement le  corps  dans  diverses  positions  à 
regard  du  plan  horizontal.  En  effet,  dans  les 
diverses  situations  qu'on  lui  donne ,  les  forces 
de  la  pesanteur  qui  animent  toutes  les  molé- 
cules ne  cessent  pas  detre  les  mêmes,  d'agir 
aux  mêmes  points ,  et  d'être  parallèles ,  et ,  par 
conséquent ,  leurs  résultantes  successives  ne 
cessent  pas  de  se  couper  en  un  même  point. 

Ce  point  unique,  par  lequel  passe  toujours 
la  direction  du  poids ,  quelle  que  soit  la  posi- 
tion du  corps  à  l'égard  du  plan  horizontal ,  se 
nomme  le  centre  de  gravité, 

136.  Si  le  centre  de  gravité  d'un  corps  est 
fixe ,  il  est  clair  que  ce  corps  sera  en  équilibre 
autour  de  lui  dans  toutes  les  situations  ;  c'est- 
à-dire  que  si,  le  faisant  tourner  autour  de  ce 
point,  on  l'amène  dans  une  situation  quelcon- 
que, et  qu'on  l'y  laisse,  le  corps  y  demeurera  : 
j5   car,,  dans  toutes  ces   positions,  la  résultante 
it.dts  forces  de  la   pesanteur   passera  toujours 
ir  le  même  point  fixe ,  et  son  effet  sera  dé- 
_vmt.  C'est  pour  cela  que  plusieurs  auteurs  ont 
^^^éfiui  le  centre  de  gravité  un  •  point  tel ,  que , 
\\'\\^  était  fixé,  le  corps  demeurerait  en  équilibre 
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dans  toutes  les  positions  possibles  autour*de  ce 
point;  mais  il  est  plus  convenable  de  faire  voir 
à  priori  qu'il  y  a  toujours  pour  chaque  corps  un 
tel  point,  et,  par  conséquent,  de  montrer  qu'il 
y  a  un  centre  de  gravité,  avant  de  définir  le 
centre  de  gravité  lui-même.  • 

157.  Puisque  le  centre  de  gravité  d  un  corps 
n'est  autre  chose  que  le  centre  des  forces  pa- 
rallèles de  la  pesanteur,  appliquées  à  toutes 
les  molécules  de  ce  corps;  comme  toutes  ces 
forces  sont  supposées  égales,  il  suit  du  n°  87, 
que  la  distance  du  centre  de  gravité  à  un  plan 
quelconque   est  égale  à  la  moyenne  distance  de 
toutes   les    molécules   du  corps   au   même  plan. 
Par  conséquent,  la  position  de  ce  centre  dans 
les  corps  ne  dépend  nullement  de  la  gravité, 
mais  seulement  de  la  manière  dont  toutes  les 
molécules  sont  disposées  les  unes  à  l'égard  des 
autres. 

Aussi  quelques  géomètres  ont-ils  cru  plus 
convenable  de  nommer  le  centre  de  gravité , 
le  centre  de  masse,  ou  le  centre  défigure;  mais 
nous  conserverons  ici  l'autre  dénomination^ 
comme  étant  plus  usitée ,  et  comme  rappelant 
mieux  l'usage  que  l'on  fait  de  ce  point  dans 
la  Statique. 

138.    Comme    on    peut  toujours  concevoir 
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qu'à  toutes  les  forces  de  la  pesanteur  qui  ani- 
ment les  molécules  d  un  corps ,  on  ait  substi- 
tué leur  résultante  générale,  qui  produit  ab- 
solument le  même  effet,  on  peut  considérer 
le  centre  de  gravité  d'un  corps  comme  un  point 
où  toute  la  masse  de  ce  corps  est  réunie  et 
concentrée.  Ainsi,  dans  la  solution  des  pro- 
blèmes, si  l'on  veut  avoir  égard  à  la  pesanteur, 
on  pourra  regarder  chaque  corps  comme  ré- 
duit à  son  centre  de  gravité ,  qu'on  supposera 
sollicité  par  une  force  égale  et  parallèle  à  son 
poids  ;  et ,  combinant  ensuite  ces  nouvelles 
forces  avec  celles  qui  sont  immédiatement  ap- 
pliquées au  système,  on  trouvera  les  condi- 
tions de  l'équilibre  d'après  les  principes  donnés 
dans  les  chapitres  précédents,  comme  si  tous 
les  corps  du  système  étaient  dépourvus  de 
pesanteur. 

11  ne  s'agit  donc  plus  actuellement  que  de 
savoir  déterminer  les  centres  de  gravité  des 
différents  corps  ou  assemblages  de  corps  qui 
peuvent  se  présenter. 

159.  Lorsqu'on  peut  considérer  le  corps  ou 
le  système  comme  composé  de  parties  dont  on 
connaît  en  particulier  les  centres  de  gravité  et 
les  poids  respectifs,  il  est  très-facile  de  détermi- 
ner le  centre  de  gravité  de  ce  corps  ou  système. 
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Car  ce  centre  nétant  autre  chose  que  le 
point  d  application  de  ia  résultante  générale  des 
forces  de  la  pesanteur  appliquées  à  toutes  les 
molécules,  on  peut  concevoir  que,  pour  le  dé» 
terminer,  on  a  d  abord  cherché  les  points  res- 
pectifs où  sont  appliquées  les  résultantes  par- 
tielles des  forces  qui  agissent  sur  chaque  corps , 
et  qu'ensuite  on  a  cherché  le  point  d'application 
de  la  résultante  générale  de  ces  diverses  résul- 
tantes. 

Donc ,  si  Ton  connaît  déjà  les  centres  de  gra- 
vité respectifs  des  différents  corps ,  on  n*aura 
qu  à  supposer  appliquées  à  ces  points  des  forces 
parallèles  et  respectivement  égales  aux  poids 
de  ces  corps ,  et  l'on  trouvera  le  centre  de  gra- 
vité du  système  absolument  de  la  même  manière 
que  Ion  trouverait  le  centre  de  ces  forces  pa- 
rallèles. 

On  pourra  donc  employer  dans  cette  re- 
cherche ^  ou  la  composition  successive  des 
forces,  comme  au  n^  29,  ou  la  théorie  des 
moments,  comme  au  n°  86. 

Et  puisque  la  distance  du  centre  des  forces 
parallèles  à  un  plan  se  trouve  en  divisant  la 
somme  des  moments  des  forces,  pris  par  rap- 
port au  plan ,  par  la  somme  de  toutes  les  forces, 
il  s'ensuit  : 

Que   la  distance   du  centre  de  gmvité    d'un 
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système  quelconque  de  corps,  à  un  plan,  est 
égale  à  la  somme  des  moments  de  leurs  poids, 
par  rapport  au  plan ,  divisée  par  la  somme  de  tous 
les  poids:  ou  (comme  les  masses  sont  propor- 
tionnelles aux  poids)  égale  à  la  somme  des 
moments  des  masses^  divisée  par  la  somme  de 
toutes  les  masses;  eu  entendant  par  ie  moment 
d  une  masse,  le  produit  de  cette  masse  par  la 
distance  de  son  centre  de  gravité  au  plan  que 
l'on  considère. 

En  calculant  ainsi  les  distances  du  centre  de 
gravité  à  trois  plans  quelconques ,  qu'on  pourra 
supposer  rectangulaires  entre  eux  pour  plus  de 
simplicité ,  on  trouvera  facilement  la  position 
de  ce  point  dans  lespace. 

140.  Dans  le  cas  où  toutes  les  masses  du 
système  sont  égales,  on  trouve  sur-le-champ  la 
distance  du  centre  de  gravité  à  un  plan  quel- 
conque^ en  prenant  la  moyenne  distance  des 
centres  de  gravité  de  tous  les  corps  à  ce  plan. 

141.  Lorsque  le  plan  par  rapport  auquel  on 
estime  les  moments  passe  par  le  centre  de  gra- 
vité du  système ,  la  distance  de  ce  centre  au  plan 
est  nulle;  et,  par  conséquent,  la  somme  des  mo- 
ments  des  masses,  pris  par  rapport  à  un  plan  qui 
passe  par  le  centre  de  gravité  du  système,  est  tou- 
jours  égale  à  zéro. 
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G  est-à-dire  que  la  somme  des  moments  des 
masses  qui  sont  d'un  même  côté  du  plan  est 
égale  à  la  somme  des  moments  des  masses  qui 
sont  de  lautre  côté. 

Et  réciproquement,  lorsque  la  somme  des  mo-- 
ments  des  masses,  par  rapport  à  un  plan ,  est  égale 
à  zéro ,  le  centre  de  gravité  du  système  est  dans  ce 
plan. 

Car  la  distance  de  ce  centre  au  plan  est 
nulle. 

142.  Il  résulte  de  là  que  si  les  centres  de 
gravité  de  tous  les  corps  que  Ton  considère 
sont  dans  un  même  plan ,  le  centre  de  gravité 
du  système  sera  aussi  dans  ce  plan;  et  que  si 
les  centres  de  gravité  des  corps  sont  sur  une 
même  ligne  droite,  le  centre  de  gravité  sera 
aussi  sur  cette  droite. 

Car,  dans  le  premier  cas,  tous  les  corps  ayant 
leurs  centres  de  gravité  dans  un  même  plan, 
les  moments  de  leurs  masses  par  rapport  à  ce 
plan  sont  tous  nuls;  la  distance  du  centre  de 
gravité  du  système  à  ce  plan  est  donc  nulle 
aussi,  et,  par  conséquent,  ce  centre  est  dans 
le  même  plan. 

Dans  le  second  cas ,  tous  les  centres  de  gra- 
vité étant  en  ligne  droite,  si  1  on  fait  passer  deux 
plans  quelconques  par  cette  droite,  les  centres 
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de  gravité  des  différents  corps  seront  à  la  fois 
dans  ces  deux  plans.  Le  centre  de  gravité  du 
système  y  sera  donc  aussi,  et,  par  conséquent, 
ne  pourra  se  trouver  que  dans  leur  intersection, 
qui  est  la  droite  proposée. 

Au  reste,  les  deux  dernières  conséquences 
que  nous  venons  d'énoncer  paraîtront  évidentes 
d'elles-mêmes ,  en  se  représentant  que  l'on 
cherche  le  centre  de  gravité  du  système  par  la 
composition  successive  des  forces  ou  poids  ap- 
pliqués aux  centres  de  gravité  respectifs  des 
différents  corps. 

145.  Lorsque  tous  les  centres  de  gravité  des 
corps  sont  dans  un  même  plan,  comme  le 
centre  de  gravité  du  système  se  trouve  déjà 
dans  un  plan  connu ,  il  suffit ,  pour  déterminer 
sa  position,  de  chercher  ses  distances  à  deux 
autres  plans.  Or,  si  on  les  prend ,  pour  plus  de 
simplicité,  tous  deux  perpendiculaires  sur  le 
premier,  les  distances  des  différents  centres  de 
gravité  à  ces  deux  plans  seront  les  mêmes  que 
leurs  distances  aux  traces  de  ces  plans  sur  le 
premier. 

Donc ,  si  dans  le  plan  qui  contient  les  centres 
de  gravité  de  différents  corps  y  on  tire  deux  droites 
ou  axes  quelconques  non  parallèles ,  on  aura  les 
distances  respectives  du  centre  de  gravité  du  sys- 
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tème  à  ces  deux  droites,  en  prenant  les  sommes 
respectives  des  moments  de  toutes  les  messes,  par 
rapport  à  ces  droites,  et  divisant  par  la  somme  de 
toutes  les  masses. 

(Ayant  soin  de  regarder  pour  chaque  droite, 
comme  positifs ,  tous  les  moments  des  masses 
qui  sont  d'un  même  côté  de  cette  ligne ,  et 
comme  négatifs  les  moments  de  celles  qui  sont 
de  l'autre  côté.) 

On  trouvera  de  cette  manière  à  quelle  dis- 
tance, et  de  quel  côté,  le  centre  de  gravité  du 
système  est  placé  à  l'égard  de  ces  deux  axes;  et 
menant  alors,  aux  deux  distances  trouvées, 
deux  parallèles  à  ces  axes ,  le  centre  de  gravité 
sera  à  leur  intersection  même. 

144.  Lorsque  les  centres  de  gravité  de  tous 
les  corps  sont  en  ligne  droite ,  comme  le  centre 
de  gravité  du  système  se  trouve  déjà  sur  une 
ligne  connue,  il  suffit,  pour  le  déterminer,  de 
chercher  sa  distance  à  un  seul  plan.  Or,  si  on 
le  prend,  pour  plus  de  simplicité,  perpendicu- 
laire sur  la  ligne  des  centres,  les  distances  des 
centres  de  gravité  respectifs  à  ce  plan  seront 
les  mêmes  que  leurs  distances  au  point  où  le 
plan  coupe  la  ligne. 

Donc ,  lorsque  plusieurs  corps  ont  leurs  centres 
de  gravité  respectifs  sur  une  même  droite,  la 
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distance  du  centre  de  gravité  du  système,  à  un 
point  quelconque  pris  sur  cette  droite,  est  égale 
à  la  somme  des  moments  des  masses,  par  rap- 
port à  ce  point,  divisée  par  la  somme  de  toutes  les 
masses. 

(Ed  prenant  avec  un  même  signe  tous  les 
moments  des  masses  qui  sont  d  un  même  côté 
à  regard  du  point,  et  avec  le  signe  contraire 
les  moments  de  celles  qui  se  trouvent  de  l'autre 
côté.) 

On  saura  alors  à  quelle  distance  et  de  quel 
côté  le  centre  de  gravité  du  système  est  placé 
à  regard  du  point  que  Ton  a  choisi ,  et  si  Ion 
porte  ensuite  de  ce  côté ,  et  à  paYtir  du  point , 
une  longueur  égale  à  la  distance  trouvée,  l'ex- 
trémité de  cette  longueur  marquera  sur  la  ligne 
le  centre  de  gravité  lui-même. 

14^.  On  voit  donc  combien  il  est  facile  de 
trouver  le  centre  de  gravité  d'un  corps  ou  sysr 
tème,  lorsqu'on  connaît  ceux  des  différents 
corps  qui  le  composent;  il  nous  reste  à  voir 
comment  on  obtiendrait  les  centres  de  gravité 
des  corps  qui  ne  seraient  pas  susceptibles  d'une 
pareille  décomposition. 

A  la  vérité,  comme  on  peut  toujours  regar^ 
der  un  corps  comme  un  assemblage  de  points 
matériels  qui  sont  eux-mêmes  leurs  propres 
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paraître ,  au  premier  coup  d'œîl  ^  de  pure  spé- 
culation y  il  est  facile  de  voir  qu  il  est ,  en  Sta- 
tique, ce  que  la  quadrature  des  aires,  ou  la 
cubature  des  solides  est  en  Géométrie.  Comme 
les  résultats  que  la  Géométrie  nous  donne  sont 
d  autant  plus  exacts  dans  Tapplication ,  que  les 
figures  sont  plus  semblables  à  celles  que  la 
Géométrie  suppose,  ainsi  dans  la  détermina- 
tion des  centres  de  gravité^  on  trouvera  ces 
points  d  autant  plus  près  des  lieux  que  la  théorie 
^leur  assigne,  que  les  corps  seront  dune  sub- 
stance plus  homogène ,  plus  uniformément 
répandue,  et  terminés  par  des  surfaces  plus 
parfaites. 

IL 

DES   CENTRES   DE   GRAVITÉ  DES   FIGURES, 

Lemme, 

\4tl.  Toute  figure  dans  laquelle  il  se  trouve 
un  point  tel^  quun  plan  quelconque  mené  par 
ce  point  coupe  la  figure  en  deux  parties  parfais 
tentent  symétriques ,  a  son  centre  de  gravité  en  ce 
point  y  que  l'on  nomme  ordinairement  le  centre 
de  la  figure. 

En  effet,  si  l'on  fait  passer  un  plan  quel- 
conque par  le  centre  de  la  figure ,  comme  ce 
plan  la  coupe  en  deux  parties    parfaitement 
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symétiîques ,  il  n  y  a  pas  de  raison  pour  que  le 
centre  de  gravité ,  qui  est  un  point  unique ,  et 
dont  la  position  ne  dépend  que  de  la  figure,  se 
trouve  d'un  côté  de  ce  plan  plutôt  que  de 
I  autre;  donc  il  sera  dans  ce  plan  :  le  centre  de 
gravité  devant  donc  se  trouver  à  la  fois  dans 
tous  les  plans  que  Ion  pourrait  conduire  par 
le  centre  de  figure,  sera  en  ce  point  même, 
qui  est  la  commune  intersection  de  tous  ces 
plans. 

148.  Il  résulte  de  là  :  i®.  Que  le  centre  de 
gravité  d^une  ligne  droite  est  au  milieu  de  sa 
longueur; 

2?,  Que  le  centre  de  gravité  de  Taire  d'un  pa- 
rallélogramme quelconque  est  à  Imtersection 
de  ses  deux  diagonales,  ou  au  milieu  de  lune 
déciles; 

3®.  Que  le  centre  de  gravité  de  la  solidité 
d^nn  parallélipipède  est  à  Tintersection  de  ses 
quatre  diagonales,  ou  au  milieu  de  Tune  d'elles. 

On  pourrait  encore  en  conclure  que  le  centre 
de  gravité  du  contour  ou  de  Taire  d'un  cercle 
est  au  centre  de  ce  cercle;  que  le  centre  de  gra- 
vité de  la  surface  ou  de  la  solidité  d  une  sphère 
est  au  centre  de  cette  sphère;  que  celui  de  la 
surface  ou  de  la  solidité  d'un  cylindre  à  bases 
parallèles  est  au  milieu  de  son  axe;  etc. 
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Mais  on  remarquera  surtout  les  trois  pre- 
miers corollaires  sur  les  centres  de  gravité  de 
la  ligne  droite,  du  parallélogramme  et  du  pa- 
rallélipipède ,  parce  que  Ion  peut  regarder  ces 
figures  comme  les  éléments  de  toutes  les  autres. 

Problème  I. 

149.  Trouver  le  centre  de  gravité  du  contour 
d'un  polygone  quelconque ,  et  ^  en  général ,  d'un 
assemblage  de  droites  disposées  comme  on  voudra 
dans  l'espace. 

On  regardera  chaque  droite  comme  concen- 
trée en  son  centre  de  gravité,  lequel  est  au 
milieu  de  sa  longueur;  et  Ion  n'aura  plus  à 
considérer  qu'un  assemblage  de  points  repré- 
sentés, pour  leurs  poids  respectifs,  par  les  lon- 
gueurs des  lignes  dont  ils  sont  les  centres  de 
gravité.         * 

On  trouvera  donc  le  centre  de  gravité  du 
système  par  la  composition  successive  de  ces 
poids,  ou  par  la  théorie  des  moments,  comme 
il  a  été  dit  plus  haut. 

150.  On  pourra  souvent,  par  des  considé- 
rations particulières ,  déterminer  les  centres  de 
gravité  plus  facilement  que  par  la  méthode 
générale. 
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S'il  s'agit,  par  exemple ,  de  trouver  le  centre 
de  gravité  du  contour  dun  triangle,  on  n'aura 
qu  à  joindre  les  milieux  des  trois  côtés  par  trois 
lignes ,  ce  qui  formera  un  triangle  semblable 
au  triangle  proposé;  et,  partageant  les  angles 
de^ce  triangle  en  deux  parties  égales  par  des 
droites ,  ces  droites  se  couperont  au  centre  de 
gravité  cberché. 

C'est-à-dire  que  le  centre  de  gravité  du  con- 
tour d'un  triangle  n'est  autre  cbose  que  le  centre 
du  cercle  inscrit  au  triangle  formé  par  les  lignes 
qui  joignent  les  milieux  des  trois  cotés. 

Problème  II. 

151.  Trouver  le  centre  de  gravité  de  l'aire  d'un 
polygone  quelconque  y  et,  en  général  y  d'un  assem- 
blage de  figures  planes  et  rectilignes  disposées 
comme  on  voudra  dans  l'espace . 

Tous  les  polygones  pouvant  se  décomposer 
en  triangles,  nous  allons  voir  d'abord  comment 
on  trouve  le  centre  de  gravité  d'un  triangle 
quelconque.  Après  quoi,  prenant  les  centres 
de  gravité  de  tous  les  triangles  qui  composent 
le  système  proposé,  nous  n'aurons  plus  à  consi- 
dérer qu'un  assemblage  de  points  donnés  de 
position ,  et  dont  les  poids  respectifs  seront 
représentés  par  les  aires  des  triangles  dont  ils 

Statiquk  p.  i3 
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.sont  les  centres  de  {çravilé;  et  le  problème  se 
résoudra  comme  le  précédent. 

Du  centre  de  gravité  du  triangle. 

Fi0.  38.  152.  Soit  ABC  (  fig.  38)  le  triangle  proposé  : 
considérons  sa  surface  comme  composée  d'une 
infinité  de  tranches  parallèles  à  la  base  BC.  Il 
est  visible  que  la  ligne  droite  AD,  menée  du 
sommet  A  au  milieu  D  de  la  base,  divisera 
toutes  ces  tranches  en  deux  parties  égales, 
lueurs  centres  de  gravité  l'espectifs  seront  donc 
tous  sur  la  droite  AD ,  et,  par  conséquent,  celui 
de  leur  système,  c'est-à-dire  celui  du  triangle, 
y  sera  aussi. 

Par  un  raisonnement  tout  à  fait  semblable,  on^ 
ferait  voir  que  le  centre  de  gravité  du  triangle 
doit  aussi  se  trouver  sur  la  ligne  BE  qui  serait 
menée  du  sommet  de  langle  B  au  milieu  E  du 
côté  opposé  AG. 

Le  centre  de  gravité,  devant  donc  se  trouver 
à  la  fois  sur  les  deux  lignes  AD,  BE ,  sera  néces- 
sairement à  leur  intersection  G. 

Mais  si  Ion  joint  DE,  puisque  les  points  D 
et  E  sont  les  milieux  respectifii  des  côtés  GB, 
GA ,  la  droite  DE  sera  parallèle  à  AB  et  en  sera 
la  moitié.  Or,  si  DE  est  moitié  de  AB ,  à  cause 
des  triangles  semblables  DGE,  AGB,  le  côté 
I)G  sera  aussi  moitié  de  son  homologue  AG. 
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Donc,  DG  sera  le  tiers  de  AD,  et  AG  en  sera 
les  deux  tiers. 

Donc,  le  centre  de  gravité  de  Vaire  d'un 
triangle  quelconque  est  situé  sur  une  ligne  menée 
de  l'un  quelconque  des  trois  angles  au  milieu  de  la 
base  opposée  y  et  se  trouve  au  tiers  de  cette  ligne  à 
partir  de  la  base ,  ou  aux  deux  tiers  à  partir  du 
sommet  de  l'angle, 

La  démonstration  précédente  est  si  naturelle 
et  si  simple,  que  nous  nWons  pas  cru  devoir 
l'omettre  ici.  On  pourrait  lui  donner  toute  la 
rigueur  possible ,  au  moyen  de  cette  méthode 
connue,  dont  les  exemples  sont  si  multipliés 
dans  les  éléments  de  Géométrie;  mais  le  lecteur 
peut  y  suppléer. 

Au  reste,  voici  une  démonstration  nouvelle 
qui  ne  laisse  rien  à  désirer  du  côté  de  l'exac- 
titude. 

155.  Parle  milieu  D  de  la  base  BG  du  trian- 
gle ABC  {fig,  39),  menez  aux  deux  autres  côtés  Fig.  39. 
les  parallèles  DE,DF,  qui  les  rencontrent  en 
E  et  F  :  le  triangle  proposé  sera  décomposé  en 
un" parallélogramme  AEDF,  et  deux  triangles 
DEC,  DFB,  parfaitement  égaux  entre  eux,  et 
semblables  au  premier. 

Le  moment  du  triangle  ABC,  par  rapporta 
une  ligne  quelconque  menée  dans  son  plan , 

i3.. 


196  ÉLÉMENTS 

sera  donc  égal  à  la  somme  des  moments  du  pa- 
rallélogramme et  des  deux  triangles. 

Soit  a  Taire  d'un  de  ces  triangles,  4  ^  sera  celle 
du  triangle  proposé.  Donc,  si  Ion  nomme  x  la 
distance  du  centre  de  gravité  de  ce  triangle 
à  la  base  BC,  on  aura  /^ax  pour  son  moment 
par  rapport  à  cette  ligne. 

Soit  h  la  hauteur  du  triangle;  -  sera  la  dis- 
tance du  centre  de  gravité  du  parallélogramme 
à  la  base;  et  comme  son  aire  est  2  a,  son  mo- 
ment sera  2  a  x  -  >  c'est-à-dire  ah. 

Ensuite,  les  deux  triangles  BFD,  DEC  ont 
visiblement  leurs  centres  de  gravité  à  même 
distance  de  la  base  BG  ;  donc ,  si  Ton  nomme  x^ 
cette  distancé ,  la  somme  de  leurs  moments 
sera  nax'. 

On  aura  donc  ^ax  =  ah-{-  2  ax* ,  ou  bien ,  en 
divisant  par  4^? 

I      ,        x^ 

4  2 

Si  Ton  supposait,  avec  Archimède ,  que,  dans 
les  triangles  semblables,  les  centres  de  gravjj^té 
sont  des  points  semblablement  placés  ;  alors  , 
comme  les  dimensions  du  triangle  BFD  ou 
DEC  sont  moitiés  de  celles  du  triangle  ABC  , 

on  aurait  x'  =  -;  et  substituant  dans  Téquation 
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précédente,  on  trouverait  sur-le-champ 


^=3- 


Ce  qui  fait  voir  que  le  centre  de  gravilé  du 
triangle  se  trouve  placé  au-dessus  de  chaque 
côté,  à  une  distance  égale  au  tiers  de  la  hauteur 
de  l'angle  opposé,  et  que,  par  conséquent,  il  est 
au  point  déterminé  ci-dessus. 

Mais  on  peut  parvenir  à  cette  conclusion  sans 
aucune  hypothèse:  car,  puisque  Ion  a  trouvé 
pour  le  triangle  ABC, 

4  2 

X  étant  la  distance  de  son  centre  de  gravilé  à  la 
base  BC,  et  x'  la  distance  du  centre  de  gravité 
du  triangle  BFD  à  sa  base  BD;  en  imaginant 
que  Ion  fasse,  dans  le  triangle  BFl),  la  même 
construction  que  Ton  a  faite  dans  le  triangle 
ABC,  si  l'on  nomme  x"  la  distance  analogue  à 
celle  qu'on  a  nommée  x',  et  si  Ion  observe  que 
la  hauteur  du  nouveau  triangle  est  deux  fois  plus 
petite  que  celle  du  premier,  on  aura 

I     h        œ" 
x'  =  7 \ 

Va   continuant    la    même    coustruclion ,    on 
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trouvera 

1     h        x'" 

•^    -4*8+"^' 

etc.,     etc., 

x"\  .r*^,  etc.,  désignant  les  distances  des  centres 
de  gravité  à  la  base  dans  les  triangles  succes- 
sifs ,  distances  qui  diminuent  sans  cesse ,.  et  dont 
la  dernière  peut  être  rendue  moindre  que  toute 
grandeur  donnée ,  puisqu'elle  est  toujours  plus 
petite  que  la  hauteur  du  triangle  dans  lequel 
on  la  considère. 

On  aura^donc ,  eu  substituant  successivement 
dans  la  première  équation,  à  la  place  de  a:', 
a",  x"\  etc.,  leurs  valeurs, 

a:  =  7  H-  7-7  -+-  7-^  -+-  etc.,  à  l'infini  ; 
4      4-4     4-44 

d'où  .r  :=  ^-  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque. 

154.  Soient  trois  masses  égales  ayant  leurs 

centres  de  gravité  situés  aux  trois  angles  res- 

jFig.  38.  pectifs  du  triangle  ABC  {fig.  38).  Le  centre  de 

gravité  de  ces  trois  corps  sera  le  même  que 

celui  du  triangle. 


DK  STATIQUK.  199 

Car,  pour  trouver  celui  des  trois  corps,  il 
n'y  a  qu'à  prendre  d'abord  le  centre  de  gravité 
de  deux  quelconques  d^entre  eux,  celui  des 
deux  corps  B  et  C  par  exemple,  lequel  est  au 
point  D,  milieu  de  BG  ;  ensuite  joignant  DA, 
on  n'a  qu'à  diviser  cette  droite  au  point  G  dans 
la  raison  i-éciproque  de  a  à  i. 

Or  cette  construction  donne  aussi  le  centre 
de  gravité  du  triangle  ABC. 

Il  résulte  de  là  et  du  n^  140,  que  la  distance 
du  centre  de  gravité  d  un  triangle  à  un  plan 
situé  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace , 
est  égale  à  la  moyenne  distance  de  ses  trois 
angles  au  même  plan. 

Centre  de  gravité  du  trapèze. 

155,  Si  Ton  prolonge  jusqu'à  leur  rencontre 
les  deux  côtés  du  trapèze ,  on  forme  deux 
triangles  semblables  de  même  sommet,  et  qui 
ont  pour  bases  les  deux  bases  du  trapèze:  et 
comme  la  ligne  qui  va  du  sommet  commun  au 
milieu  de  la  base  inférieure  passe  au  milieu  de 
la  base  supérieure,  il  s'ensuit  que  cette  ligne 
passe  à  la  fois  par  les  centres  de  gravité  des  deux 
triangles,  et,  par  conséquent,  par  celui  du  tra- 
pèze qui  en  est  la  différence.  Le  centre  de  gra- 
vité du  trapèze  est  donc  sur  la  ligne  qui  joint 
les  milieux  de  ces  deux  bases  parallèles  :  ainsi 
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il  ne  reste  qu'à  trouver  sa  distance  à  Tune  ou 
à  l'autre  de  ces  bases ,  ou,  si  Ton  veut,  le  rap- 
port de  ces  deux  distances. 

Nommons  x  la  distance  inconnue  de  ce 
point  à  la  base  inférieure,  et  H  et  h  les  hau- 
teurs des  deux  triangles  semblables.  Si  l'on 
représente  par  H*  Taire,  ou  le  poids  du  grand 
triangle,  A*  sera  le  poids  du  petit,  et  H*  —  A* 
celui  du  trapèze.  IjC  moment  du  premier  de 
ces  poids,  par  rapport  à  la  base  inférieure, 

sera  donc  H^.-^-^  le  moment  du  second  sera 
o 

h^  (  ^  H-  H  —  /i  j ,  et  le  moment  du  troisième , 

(H^  -—  h^)x.  Ainsi,  en  égalant  le  premier  de 
ces  moments  à  la  somme  des  deux  autres ,  on 
aura ,  pour  déterminer  jc ,  Téquation 

3  (H^  -  h^)x  =  W  -r-  3/i^H  -h  2/1». 

Si  Ton  cherche  de  même  la  distance^  du  centre 
de  gravité  à  la  base  supérieure ,  ou  si  Ton.  ob- 
serve simplement  que  cette  distance  j'  est  for- 
mée de  (H  —  h)  diminuée  de  :c,  on  trouvera 

'i[W  -li^)jr  =  h^  -  3  H^h-h  2  H^ 

Comparant  ces  deux  équations,  membre  à 
membre,  et  ôtant,  d'une  part,  le  facteur  com- 
mun 3  (  H^  —  A^  ) ,  et ,  de  l'autre ,  le  facteur  com- 
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niuQ  (H  —  A)^,  on  trouvera,  pour  le  rapport 
cherché , 

x  :  j  :  :  H  +  2  /i  :  A  -h  2  H  ; 

ou  bien,  mettant  à  la  place  des  hauteurs  H  et  A 
des  deux  triangles,  leurs  bases  B  et  6  qui  sont 
dans  le  même  rapport,  on  aura  la  proportion 

jf  :  j  :  :  B  -f-  2  />  :  /;  -h  2  B , 

d'où  résulte  ce  théorème  : 

Le  centre  de  gravité  d'un  trapèze  est  sur  la 
ligne  qui  va  du  milieu  de  l'une  de  ses  bases  au 
milieu  de  l'autre,  et  il  coupe  cette  ligne  dans  le 
rapport  des  deux  sommes  quon  trouve ,  en  ajou- 
tant d*  un  côté,  à  la  première  base,  deux  fois  la 
seconde,  et,  d'un  autre  côté,  à  la  seconde  base^ 
deux  fois  la  première. 

On  peut  tirer  de  là  cetle  construction  très- 
simple  :  Prolongez,  vers  la  droite.  Tune  des 
deux  bases ,  d'une  longueur  égale  à  l'autre  ;  et 
celle-ci,  vers  la  gauche,  d'une  longueur  égale 
à  la  première;  et  menez  la  ligne  qui  joint  les 
extrémités  de  ces  deux  prolongements;  elle  cou- 
pera celle  qui  joint  les  milieux  des  deux  bases 
au  centre  de  gravité  du  trapèze. 

On'  peut  remarquer  que  la  proportion  pré- 
cédente ne  dépend  point  de  la  hauteur  du  tra- 
pèze, mais  uniquement  du  rapport  des  deux 
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bases ,  de  sorte  qu'elle  est  la  même  pour  tous  les 
trapèzes  possibles  de  bases  proportionnelles. 

Si  les  bases  sont  égales,  on  a  x  =.y\  ce  qui 
doit  être,  car  le  trapèze  est  alors  un  parallélo- 
gramme ,  dont  le  centre  est  également  éloigné 
de  ces  deux  bases  opposées. 

Si  Tune  des  bases  b  devient  nulle ,  on  a 
j=:^x;  et,  en  effet,  le  trapèze  devient  un 
triangle  dont  la  base  est  B,  et  dont  le  centre  est 
deux  fois  plus  près  de  la  base  que  du  sommet. 

Problème  111. 

156.  Trouver  le  centre  de  gravité  de  la  soli- 
dité d'un  poljèdre  quelconque,  et,  en  général, 
d^un  assemblage  de  polyèdres  disposés  comme  on 
voudra  dans  l'espace. 

Tous  les  polyèdres  pouvant  se  décomposer 
en  pyramides  triangulaires,  nous  allons  voir 
d  abord  comment  on  trouve  le  centre  de  gra- 
vité d'une  pyramide  triangulaire.  Après  quoi, 
prenant  les  centres  de  gravité  de  toutes  les  py- 
ramides qui  composent  le  système  proposé,  on 
n  aura  plus  qu  a  chercher  le  centre  de  gravité 
dun  assemblage  de  points,  représentés  pour 
leurs  poids  par  les  volumes  des  pyramides  res- 
pectives dont  ils  sont  les  centres  de  gravité  ;  et 
le  problème  se  résoudra  comme  il  a  été  dit 
ci-dessus. 
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Du  centre  de  gravité  de  la  pyramide.       « 

157.  Soit  ABCD  {fig*  4o)  une  pyramide  Fig.  40. 
triangulaire  quelconque.  Si  nous  considérons 
cette  pyramide  comme  composée  d'une  infinité 
de  tranches  parallèles  à  la  base  BGD,  il  est 
visible  qu'une  droite  menée  de  l'angle  A  en  un 
point  quelconque  de  la  base  couperait  toutes 
ces  tranches  et  la  base  elle-même,  en  des  points 
sembiablement  placés  :  donc,  si  cette  droite 
est  menée  au  centre  de  gravité  I  de  la  base, 
elle  passera  par  tous  les  centres  de  gravité  des 
tranches  parallèles.  Le  centre  de  gravité  du 
système  de  ces  tranches,  et,  par  conséquent, 
celui  de  la  pyramide,  devra  donc  se  trouver  sur 
la  droite  AI. 

Mais,  par  un  raisonnement  tout  à  fait  sem- 
blable ,  on  voit  que  le  centre  de  gravité  de  la 
pyramide  doit  aussi  se  trouver  sur  la  lignç  GH 
qui  serait  menée  de  l'angle  G  au  centre  de  gravité 
H  de  la  face  opposée  :  donc  il  sera  nécessaire- 
ment à  l'intersection  G  de  ces  deux  droites; 

Ainsi  les  deux  ligues  AI  et  GH  doivent  né- 
cessairement se  rencontrer  ;  et  c'est  ce  que  l'on 
voit  d'ailleurs,  indépendamment  de  la  considé- 
ration du  centre  de  gravité:  car  si  l'on  tire  GI, 
cette  droite  ira  couper  le  côté  BD  en  son  milieu 
E,  puisque  le  point  I  est  le  centre  de  gravité 
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du  triangle  BCD;  par  la  même  raison,  si  Ton 
tire  AH,  cette  droite  ira  rencontrer  BD  au 
même  point  E,  et,  par  conséquent,  les  deux 
droites  AI,  CH  seront  dans  un  même  plan,  qui 
est  celui  du  triangle  AEC,  et  elles  se  couperont 
nécessairement. 

Actuellement,  si  Ion  remarque  que  le  point 
I  est  -au  tiers  de  EG ,  et  le  point  H  au  tiers  de 
EA  (  152) ,  il  est  clair  qu'en  joignant  IH ,  celte 
droite  sera  parallèle  à  AG,  et  en  sera  le  tiers. 
Mais  si  la  droite  IH  est  le  tiers  de  AG ,  à  cause 
des  triangles  semblables  IGH ,  AGG ,  le  côté  IG 
sera  le  tiers  de  son  homok)gue  GA,  ou  bien 
sera  le  quart  de  lA,  et  AG  en  sera  les  trois 
quarts. 

Donc,  te  centre  de  gravité  d'une  pyramide 
triangulaire  est  situé  sur  une  ligne  menée  de  iun 
quelconque  des  quatre  angles  au  centre  de  gravité 
de  la  base  opposée;  il  est  au  quart  de  cette  ligne,  à 
partir  de  la  base,  ou  aux  trois  quarts ,  à  partir 
du  sommet  de  l'angle. 

Remarque. 

158.  On  peut  aussi  appliquer  à  la  pyramide 

triangulaire  une  démonstration  analogue  à  celle 

que  Ton  a  donnée  pour  le  triangle. 

.Mais  pour  cela,  considérons  d'abord  le  prisme 

fijr.  4,.  triangulaire  :  soit  AhGabc  {fig,  4i)  le  prisme. 
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Par  le  milieu  E  du  côté  AB  de  sa  base  ABC , 
conduisons  deux  plans  EVf,  EDd  parallèles  aux 
faces  respectives  BCcfc,  AGca.  Nous  décompo- 
serons ce  prisme  en  deux  autres,  et  un  parallé- 
lipipède. 

Si  l'on  nomme  a  la  solidité  de  Tun  de  ces  deux 
prismes,  lesquels  sont  parfaitement  égaux,  on 
aura  /\a  pour  celle  du  prisme  proposé,  et  la 
pour  celle  du  parallélipipède. 

Cela  posé,  soit  x  la  distance  du  centre  de 
gravité  du  prisme  total  à  la  face  BAab;  on 
aura  ^ax  pour  son  moment  par  rapport  à  cette 
face.  Soit  de  même,  pour  les  deux  prismes  par- 
tiels, x'  les  distances  de  leurs  centres  de  gra- 
vité au  même  plan ,  distances  qui  sont  parfai- 
tement égales  entre  elles;  ou  aura  lax^  pour 
la  somme  de  leurs  moments.  Enfin,  nommant  h 
la  hauteur  de  Taréte  Ce  au-dessus  du  plan  pa- 
rallèle BAa6 ,    le    moment  du  parallélipipède 

sera  évidemment  2a-,  ou  simplement  ali.  On 
aura  donc  4  ^^  =  ^'^^  +  ^  ^^^'^  ^^  >  P^^'  consé- 
quent,  x  =  7  H ;  et  si  Ion  applique  mot  à 

mot  tout  ce  qu'on   a  dit  (1S5),  on  trouvera 
h 

Ce  qui  fait  voir  que  le  centre  de  gravité  d  ua 
prisme  triangulaire  est ,   à  l'égard  de  chaque 
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face ,  au  tiers  de  la  hauteur  de  larête  parallèle 
à  cette  face;  d'où  il  est  facile  de  conclure  qu'il 
est  sur  la  ligne  Gg ,  qui  joint  les  centres  de  gra- 
vité des  deux  bases.  Et  dailleurs  il  est  aisé  de 
voir  que  ce  point  tombe  au  milieu  I  de  cette 
droite  Gjjr,  que  je  nommerai  pour  un  moment 
Taxe  du  prisme.  En  effet,  imaginez  le  prisme 
partagé  en  un  nombre  quelconque  de  prismes 
égaux  par  des  plans  parallèles  à  la  base,  et  soit 
&  la  distance  du  centre  de  gravité  de  l'un  de  ces 
petits  prismes  au  milieu  de  son  axe.  Il  est  clair 
que  le  centre  de  gravité  O  de  leur  système,  et, 
par  conséquent,  celui  du  prisme  total ,  se  trou- 
vera aussi  à  la  même  distance  &  du  milieu  I  de 
son  axe  Gg,  Or,  quelque  petite  que  soit  la  lon- 
gueur d'un  prisme,  il  est  évident  que  le  centre 
de  gravité  est  toujours  dans  Tintérieur  du  so- 
lide :  donc,  puisque  la  longueur  de  chaque 
prisme  partiel  peut  être  rendue  moindre  que 
toute  grandeur  donnée,  la  distance  01  =  c? 
est  moindre  que  tout  ce  qu'on  voudra ,  et  par 
conséquent  nulle. 

159.  Actuellement,  soit  une  pyramide  trian- 

Fig.  42.  gulaire  ABCI)  {fig.  4^)-  Pa^*  le  point  L,  milieu 

de  AG,  faites  passer  la  section  LMK  parallèle  à 

labaseBCD ,  et  la  section  LEF  parallèle  à  la  face 

ABÏ).  Menez  KH  parallèle  à  LE,  et  joignez  EH. 
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I.a  pyramide  proposée  sera  décomposée  en 
deux  prismes  équivalents,  lun  dont  ]a  base  est 
EDH,  l'autre  dont  la  base  est  LEF,  et  en  deux 
pyramides  triangulaires  ALMK ,  LCEF  parfai- 
tement égales  entre  elles,  et  semblables  à  la 
pyramide  proposée. 

Cela  posé,  égalons  le  moment  de  la  pyra- 
mide totale,  par  rapport  à  la  base  BCD,  à  la 
somme  des  moments  des  deux  prismes  et  des 
deux  pyramides  partielles ,  par  rapport  au 
même  plan. 

Soit  a  la  solidité  de  Tune  de  ces  deux  pyra- 
mides, 8a  sera  celle  de  la  pyramide  entière; 
et  si  Ion  nomme  x  la  distance  de  son  centre 
de  gravité  à  la  base,  on  aura  8ax  pour  son 
moment. 

Soit  h  la  hauteur  de  la  pyramide  entière;  le 
prisme  dont  la  base  est  EDH  aura  son  centre 

de  gravité  élevé,  au-dessus  de  la  base,  de  — ; 

et,  comme  sa  solidité  est  3a,  son  moment  sera 

3  a  7'  Le  second  prisme,  dont  la  base  est  LEF^ 

aura  son  centre  de  gravité  élevé  au-dessus  du 

plan  BCD  de  ^  •  -(158);  et,  comme  sa  solidité 

est  3  a,  son  moment  sera  3  a  tt^ 
'  o 

ËnBn,  si  Ion  nomme  x'  la  hauleur  du  centre 
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de  gravité  de  la  pyramide  LGEF  au-dessus  de 
la  base  BCD ,  la  hauteur  du  centre  de  gravité 
de  la  seconde  pyramide  ALMK  sera  évidem- 

ment  x'  H — ,  et  Ion  aura  ,  pour  la  somme  des 


moments  de  ces  pyramides, 
On  aura  donc,  en  réunissant. 


ax'  -i-  a  (  X'  +  r  I  '     ou     —  -f-  2  nx* 


n  Zah        Zah        ah 

8  ax  =  -7 1 7! 1 1-2  cix'  ; 

402 

réduisant,  et  divisant  par  8r/, 

32  4 

Si  Ton  supposait  que ,  dans  les  pyramides 
semblables ,  les  centres  de  gravité  sont  des 
points  semblablement  placés,  comme  les  di- 
mensions de  la  pyramide  LGEF  sont  deux  fois 
plus  petites  que  celles  de  la  pyramide  proposée 
ABCD,  on  aurait 

et,  substituant  dans  1  équation  précédente,  on 
trouverait 

X  =  7  •  A. 
4 

Ce  qui  nous  ferait  voir  que,  dans  toute  pyra- 
mide triangulaire,  le  centre  de  gravité  est  élevé 
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au-dessuH  de  chaque  face  au  quart  de  la  hauteur 
de  Tangle  opposé;  d'où  il  est  facile  de  conclure 
qu*il  est  au  point  déterminé  ci-dessus.  Mais  on 
peut  parvenir  à  lequation  précédente  sans 
aucune  hypothèse. 

En  effet ,  si  Ton  imagine  que  Ton  ait  fait  dans 
la  petite  pyramide  LCEF  la  même  construction 
que  Ion  a  faite  dans  la  pyramide  ABCD ,  en 
nommant  x"  la  distance  analogue  à  celle  qu'on 
a  nommée  x',  et  observant  que  la  hauteur  de 
la  nouvelle  pyramide  n'est  que  la  moitié  de  la 
hauteur  h  de  la  première ,  on  aura,  comme  ci- 
dessus, 


et  continuant  la  même  construction  dans  les 
pyramides  successives,  on  trouvera 


X"-- 

_   7 
~  3a' 

h 

7} 

+ 

x'" 

T 

9 

X'": 

_  7 

~32 

h 

'  a' 

H- 

X" 

T 

5 

etc. 

,  etc. 

> 

x'",  jr'^,  etc.,  désignant  les  distances  succès- 
sives  des  centres  de  gravité  des  pyramides  à  la 
base.  Or  ces  distances  diminuent  sans  cesse ,  t*t 
deviennent  plus  petites  que  toute  grandeur 
donnée,  puisqu'elles  sont  toujours  moindres 
Stâtiquk  p.  ï4 
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que  les  hauteurs  des  pyramides  dans  lesquelles 
on  les  considère.  On  aura  donc ,  en  substituant 
successivement  dans  la  première  équation ,  à  la 
place  de  x\  x*',  oc*',  etc.,  leurs  valeurs, 


'=lA 


I  I       .        I 


'+r4+^'-*-iH''^^*''- 


d  OÙ  Von  tire 


a=i/i; 


ce  qu  il  fallait  démontrer. 

Remarque, 

Soient  quatre  masses  égales  dont  les  centres 
de  gravité  soient  placés  aux  quatre  angles  d'une 
pyramide  triangulaire  :  le  centre  de  gravité  de 
ces  quatre  corps  est  le  même  que  celui  de  la 
pyramide. 

Car,  pour  trouver  celui  des  quatre  corps,  il 
n'y  aurait  qu  a  prendre  d'abord  le  centre  de 
gravité  de  trois  quelconques  d  entre  eux ,  lequel 
est  au  centre  de  gravité  de  la  face  même  aux 
angles  de  laquelle  ils  sont  placés  (1S4),  et  joi- 
gnant ensuite  le  centre  de  gravité  du  quatrième 
corps  à  ce  point,  il  faudrait  diviser  cette  droite 
à  partir  de  la  face,  en  raison  réciproque  de 
3  à  I  :  or  cette  construction  donne  aussi  le 
centre  de  gravité  de  la  pyramide. 
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Il  résulte  de  là  que  la  distance  du  centre  de 
gravité  d'une  pyramide  triangulaire  à  un  plan 
situé  d'une  manière  quelconque  dans  lespace 
est  égale  à  la  moyenne  distance  de  ses  quatre 
angles  au  même  plan. 

La  même  propriété  appartient  aussi  au  prisme 
triangulaire. 

Remarque  générale, 

160.  Pour  déterminer  le  centre  de  gravité 
d'un  polyèdre,  il  n  est  pas  toujours  nécessaire 
de  le  décomposer  en  pyramides  triangulaires; 
il  se  présente  souvent  des  simplifications  dont 
il  faut  profiter. 

Par  exemple,  on  trouvera  le  centre  de  gra- 
vité d^un  prisme  quelconque  à  bases  parallèles 
en  prenant  le  centre  de  gravité  de  la  section 
parallèle  aux  bases ,  menée  entre  elles  à  égales 
distances ,  ou  bien ,  en  prenant  le  milieu  de  la 
ligne  qui  joint  les^centres  de  gravité  de  ces  deux 
bases. 

Cette  proposition  est  si  facile  à  démontrer 
directement ,  ou  à  déduire  de  ce  que  nous 
avons  dit  sur  le  prisme  triangulaire ,  qu'il  est 
inutile  de  s  y  arrêter. 

161.  Si  Ton  considère  un  cylindre  quel- 
conque à    bases  parallèles  comme  un  prisme 

.4.. 
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dont  la  base  est  un  polygone  d^une  infinité  de 
côtés,  il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  dire 
que  le  centre  de  gravité  de  ce  cylindre  est  au 
milieu  de  la  droite  qui  joint  les  centres  de  gra- 
vité de  ses  deux  bases. 

162.  On  a  pu  voir  précédemment  que  le 
centre  de  gravité  d'une  pyramide  triangulaire 
est  le  même  que  le  centre  de  gravité  de  la  sec- 
tion parallèle  à  la  base,  menée  au  quart  de  la 
hauteur  du  sommet. 

Cette  propriété  s'étend  à  une  pyramide  quel- 
conque ;  car  si  Ton  partage  la  base  en  triangles 
par  des  diagonales,  et  que  Ton  conduise  des 
plans  par  ces  lignes  et  par  le  sommet ,  on  décom- 
posera la  pyramide  proposée  en  autant  de  py- 
ramides triangulaires  qu'il  y  a  de  triangles  dans 
la  base.  Toutes  ces  pyramides  auront  une  même 
hauteur,  qui  est  celle  de  la  proposée,  et,   par 
conséquent,   leurs  solidités  respectives  seront 
proportionnelles  à  leurs  bases  ou  à  des  sections 
parallèles  faites  à  même  hauteur.  Donc,  si  Ion 
coupe  toutes  ces  pyramides  par  un  plan  paral- 
lèle au  plan  de  leurs  bases ,  mené  au  quart  de 
la  hauteur  du  sommet  commun,  puisque  leui'S 
centres  de  gravité  respectifs  sont  les  mêmes 
que  ceux  des  sections  triangulaires  correspon- 
dantes, et  que  leurs  solidités  (ou  leurs  poids) 
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sont  proportionnels  à  ces  sections,  il  s'ensuit 
que  le  centre  de  gravité  du  système  de  ces 
pyramides  est  le  même  que  celui  de  tous  les 
triangles  ou  du  polygone  qui  résulte  de  leur 
assemblage. 

Mais,  si  Ion  tire  une  ligne  droite  du  sommet 
au  centre  de  gravité  de  ce  polygone,  cette  droite 
ira  passer  au  centre  de  gravité  de  la  base,  et 
sera  coupée  par  le  plan  du  polygone  aux  trois 
quarts  de  sa  longueur  en  partant  du  sommet , 
ou  au  quart,  en  partant  de  la  base. 

163.  Donc  le  centre  de  gravité  d'une  pyra- 
mide  à  base  quelconque  est  sur  la  ligne  menée  du 
sommet  au  centre  de  gravité  de  la  base  y  au  quart 
de  cette  ligne  en  partant  de  la  base ,  ou  aux  trois 
quarts  en  partant  du  sommet. 

164.  En  considérant  le  cône  comme  une  py- 
ramide dont  la  base  est  un  polygone  d'une  in- 
finité de  côtés,  on  voit  que  le  centre  de  gravité 
d'un  cône  à  base  quelconque  est  sur  la  ligne 
qui  joint  le  sommet  au  centre  de  gravité  de  la 
base,  au  quart  de  cette  ligne  à  partir  de  la 
base ,  ou  aux  trois  quarts  à  partir  du  sommet 
du  cône. 

Centre  de  gravité  du  tronc  de  pyramide, 

165.  On  voit  d  abord  que  le  centre  de  gra- 
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vite  d'un  tronc  de  pyramide  est  sur  la  ligne  qui 
joint  les  centres  de  gravité  de  ses  deux  bases  : 
car  supposez  rétablie  la  pyramide  entière  dont 
on  a  retranché  une  pyramide  semblable,  par 
une  section  parallèle  à  la  base,  pour  former  le 
tronc  dont  il  s  agit.  Comme  la  ligne  qui  va  du 
sommet  au  centre  de  gravité  de  Tune  des  bases 
passe  au  centre  de  gravité  de  l'autre,  il  s'en- 
suit que  cette  ligne  passe  à  la  fois  par  les  cen- 
tres de  gravité  des  deux  pyramides  semblables , 
et,  par  conséquent,  par  celui  du  tronc  qui  en 
est  la  différence.  Ainsi,  il  ne  reste  qu'à  trouver 
la  distance  de  ce  point  à  l'une  ou  à  l'autre 
base,  ou,  si  Ton  veut,  le  rapport  de  ces  deux 
distances. 

Or,  soit  X  la  distance  de  ce  centre  à  la  base 
inférieure,  et  nommons  H  et  h  les  hauteurs 
des  deux  pyramides  semblables.  Si  l'on  repré- 
sente par  H*  le  volume  ou  le  poids  de  la  grande 
pyramide,  /i*  sera  le  poids  de  la  petite,  et 
H'  —  /i*  celui  du  tronc:  et  les  trois  moments 
de  ces  poids  par  rapport  à  la  base  inférieure 

seront H^  5,  h^  (J  +  H  ~  li\  et  (H^  -^h')x. 

Donc,  en  égalant  le  premier  de  ces  moments  à 
la  somme  des  deux  autres,  on  aura,  pour  dé- 
terminer .X ,  Téquation 

4  (  H  »  ^  A  ^  )  X  =  H  *  -  4  /i^  H  4-  3  /i * , 
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dont  le  premier  membre  est  divisible  une  fois  , 
et  le  second  deux  fois  par  (H  —A),  qui  est  la 
hauteur  du  tronc. 

Si  l'on  cherche  de  même  la  distance  y  du 
centre  de  gravité  à  la  base  supérieure,  ou  si 
l'on  observe  simplement  que  y  est  composée 
de  H  —  A  diminuée  de  x,  on  trouvera  le- 
quation 

4  (IP  -  h^)y  =  /i*  ~  4H»/i  4-  3H\ 

dont  le  premier  membre  est  divisible  de  même 
par  H  —  A,  et  le  second  par  (H  —  A)^. 

Comparant  donc  ces  deux  équations ,  et  sup- 
primant les  facteurs  communs,  on  aura,  pour 
le  rapport  cherché ,  x  :^  :  :  H^  -f-  2  H/i  -4-  3  /i^  :  A^ 
-H  2  AH  H-  3H^  :  ou  bien,  comme  dans  les 
pyramides  ou  les  cônes  semblables ,  les  bases 
sont  proportionnelles  aux  carrés  des  hauteurs; 
si  Ton  met  pour  H^  et  \i?  les  deux  bases  B  et  b 
du  tronc,  et,  par  conséquent ,  pour  HA  une  base 
V^B6  moyenne  géométrique  entre  les  deux,  on 
aura  la  proportion 

X  :  7  :  :  B-4-  2  v/B6-i-  3  b\h-\-o.  VBÂ-h  3B; 

d  où  résulte  ce  théorème  : 

Le  centre  de  (jravilé  cVun  tronc  de  cône  ou 
de  pyramide  est  sur  la  ligne  qui  va  du  centre 
de  gravité  de  rime  des  hases  au  centre  de  gra- 
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vite  de  r autre;  et  il  coupe  cette  lujne  dans  le 
rapport  des  deux  sommes  quon  trouve^  en  pre- 
nant d'un  côté  :  une  fois  la  première  base,  deux 
fois  la  moyenne  géométrique  entre  celle-ci  et  la 
seconde  y  et  trois  fois  la  seconde;  et  d'un  autre 
côté,  dans  l* ordre  inverse ^  une  fois  la  seconde 
hase  j  deux  fois  la  moyenne  et  trois  fois  la  pre- 
mière. 

Au  reste,  on  voit  qu'il  n  est  pas  nécessaire  ici 
de  mesurer  ces  bases  (dont  la  quadrature  pour- 
â^ait  être  longue ,  ou  même  assez  difficile  dans  le 
cas  d'une  base  courbe),  mais  qu'il  suffit  d'avoir 
trois  quantités  qui  leur  soient  proportionnelles , 
et ,  par  conséquent ,  de  prendre  dans  les  deux 
bases  semblables  du  tronc  proposé,  deux  lignes 
homologues  A  et  a ,  de  faire  les  carrés  A*  et  a^, 
et  le  rectangle  Aa  qui  sera  moyen  géométrique 
entre  eux. 

On  peut  remarquer  que,  dans  la  proportion 
précédente,  le  rapport  de  x  d  y  ne  dépend 
point  de  la  hauteur  du  tronc,  mais  uniquement 
du  rapport  des  bases,  et  que,  par  conséquent, 
il  est  le  même  pour  tous  les  troncs  possibles  de 
bases  proportionnelles. 

Si  les  deux  bases  du  tronc  sont  égales,  la 
proportion  donne  x  =  j-;  et,  en  effet,  le  solide 
devient  alors  un  prisme  ou  un  cylindre  dont  le 
centre  est  également  éloigne  des  deux  bases. 
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Si  Tune  des  bases  b  est  nulle,  on  a  pour  la 
distance  x  du  centre  à  Tautre  base  B,  3  x  =^: 
et,  en  effet,  le  tronc  dont  il  s'agit  devient  alors 
une  pyramide  ou  un  cône,  dont  le  centre  est 
trois  fois  plus  près  de  la  base  que  du  sommet. 

On  pourrait  multiplier  les  exemples,  mais  ce 
que  nous  avons  dit  suffit  pour  l'objet  que  nous 
nous  sommes  proposé.  Nous  terminerons  ce  cha- 
pitre par  quelques  propriétés  remarquables  des 
centres  de  gravité. 

Propriétés  générales  du  centre  de  gravité. 

1. 

166.  Lorsque  des  forces  P,  Q,  R,  S,  etc. 
{fig.  43),  dirigées  comme  on  voudra  dans  Tes-  Fig  4^. 
pace,  se  font  équilibre  autour  d'un  même  point 
A,  on  sait  que  ces  forces,  estimées  suivant  une 
droite  quelconque  AX  passant  par  ce  point , 
doivent  aussi  se  faire  équilibre. 

Donc ,  si  ces  forces  sont  représentées  par  les 
parties  AP,  AQ,  AR,  AS,  etc.,  de  leurs  direc- 
tions, la  somme  de  leurs  projections  Ap,  Aq^  Ar, 
As,  etc.,  sur  Taxe  AX,  doit  être  égale  à  zéro, 
en  comptant  comme  positives  les  projections 
qui  tombent  d  un  même  côté  du  point  A ,  et 
comme  négatives  celles  qui  tombent  de  l'autre 
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côté.  Mais  si  l'on  menait  par  le  point  A  un 
plan  MN  perpendiculaire  à  AX,  les  projec- 
tions Apy  Aqf,  Ar,  etc.,  exprimeraient  les  dis- 
tances des  extrémités  des  forces  au  plan  MN; 
donc ,  puisque  leur  somme  est  nulle ,  la  moyenne 
distance  de  ces  points  au  plan  MN  est  aussi 
nulle. 

Donc,  lorsque  tant  de  forces  que  l'on  voudra 
sont  en  équilibre  sur  un  point,  ce  point  est  le  centre 
de  gravité  de  corps  ou  points  massifs  égaux 
qui  seraient  placés  aux  extrémités  des  lignes  qui 
représentent  les  forces  en  grandeurs  et  en  di- 
rections. 

Et  réciproquement,  si  l'on  considère  un  as- 
semblage quelconque  de  masses  égales,  et  quon 
mène  de  leurs  différents  centres,  des  lignes  au 
centre  de  gravité  du  système,  il  est  visible  que 
des  forces  représentées  en  grandeurs  et  en  direc- 
tions par  ces  lignes  se  feraient  équilibre  entre 
elles. 

Car  la  moyenne  distance  des  extrémités  de 
ces  forces  à  un  plan  quelconque  passant  par  le 
centre  de  gravité,  serait  nulle;  la  somme  de 
ces  forces  estimées  suivant  un  axe  quelconque 
passant  par  ce  point  serait  donc  nulle  aussi ,  et , 
par  conséquent,  il  y  aurait  équilibre. 

On  voit  par  là  que  si  trois  forces  sont  en  équi- 
libre sur  un  point,   ce  point  est  le  centre  de 
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gravité  du  triaugle  formé  par  les  droites  qui 
joindraient  les  extrémités  des  lignes  qui  repré- 
sentent ces  forces  en  grandeurs  et  en  directions; 
car  le  centre  de  gravité  du  triangle  est  le  même 
que  celui  des  trois  corps  égaux  dont  les  centres 
seraient  placés  aux  trois  angles. 

Et  de  même,  si  quatre  forces  sont  en  équi- 
libre autour  d'un  point,  ce  point  est  le  centre 
de  gravité  de  la  pyramide  triangulaire  formée 
par  les  six  droites  qui  joignent  les  extrémités 
des  lignes  qui  représentent  les  quatre  forces  en 
grandeurs  et  en  directions. 

Et  réciproquement,  il  y  a  équilibre  entre 
trois  forces  exprimées  par  les  distances  des  trois 
angles  d*un  triangle  quelconque,  au  centre  de 
gravité  de  ce  triangle;  et  de  même,  entre 
quatre  forces  représentées  par  les  distances  des 
quatre  coins  d  une  pyramide  triangulaire  quel- 
conque, au  centre  de  gravité  de  cette  pyra- 
mide. 

Mais  voici  une  conséquence  plus  générale  : 
si  Ion  suppose  que  toutes  les  molécules  égales 
d'un  corps  de  figure  quelconque  soient  attirées 
vers  un  même  point  par  des  forces  proportion- 
nelles à  leurs  distances  à  ce  point,  et  qu'il  y  ait 
équilibre ,  ce  point  sera  nécessairement  le  centre 
de  gravité  du  corps. 

Et  réciproquement ,  si  le  point  vers  lequel 
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toutes  les  molécules  sont  attirées  proporlion- 
nellement  à  leurs  distances  est  le  centre  de 
gravité  du  corps ,  il  y  aura  équilibre  ;  et  le  corps 
ne  pourra  prendre  aucun  mouvement  en  vertu 
de  ces  attractions. 

C'est  le  cas  de  la  terre  supposée  sphérique 
et  homogène  :  car,  dans  la  loi  de  Newton,  si 
une  molécule  située  au  dehors  du  globe  est 
attirée  en  raison  inverse  du  carré  de  sa  distance 
au  centre,  on  trouve  que,  dans  Tintérieur, 
chaque  molécule  pèse  vers  le  centre  en  raison 
de  la  simple  distance.  Ainsi,  toutes  les  forces  de 
la  gravité  se  font  équilibre  autour  du  centre  de 
la  terre. 

Au  reste ,  je  ne  donne  ce  corollaire  que 
comme  le  résultat  mathématique  d'une  simple 
hypothèse ,  et  non  pas  comme  une  preuve  de 
l'équilibre  de  la  terre  en  vertu  des  différents 
poids  de  toutes  ses  parties  ;  car  il  est  manifeste 
que  cet  équilibre  a  lieu  dans  la  nature ,  mais  par 
une  autre  raison  générale  qui  ne  dépend  ni  de 
la  proportion  ni  de  la  direction  des  forces  de  la 
gravité.  Et,  en  effet,  si  le  poids  de  chaque  par- 
ticule de  la  terre  vient  de  l'attraction  que  toutes 
les  autres  exercent  sur  elles  ;  comme ,  entre  deux 
particules  égales ,  laction  est  nécessairement 
égale  et  réciproque,  il  s'ensuit  que  le  poids  de 
chaque  particule  est  la  résultante  d  une  infinité 
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de  forces  dont  chacune  a  son  égale  et  contraire 
dans  le  système,  et  que,  par  conséquent,  toutes 
ces  résultantes  ou  tous  ces  poids  doivent  se  faire 
équilibre  entre  eux ,  quelles  que  soient  d'ailleurs 
et  la  forme  et  la  constitution  de  notre  globe, 
et  même  la  loi  d  attraction  qui  pourrait  exister 
entre  les  parties  de  la  matière. 


IL 


Désignons  par  M  H-  i  le  nombre  des  forces  P, 
Q,  R,  S,  etc. ,  qui  se  font  équilibre  autour  du 
point  A,  et  considérons  toujours  les  M  -f- 1  corps 
ou  points  massifs  égaux  placés  aux  extrémités 
des  lignes  qui  représentent  ces  forces. 

Le  point  A  étant  le  centre  de  gravité  de  tous 
ces  corps,  il  est  clair  que  si  la  ligne  PA,  qui  va 
de  lun  d'eux  au  point  A,  est  prolongée  d'une 
quantité  AG  égale  a  la  M®  partie  de  sa  longueur, 
le  point  G  sera  le  centre  de  gravité  des  M  autres 
corps.  Mais  toutes  les  forces  P,  Q,  R,  S,  etc., 
étant  en  équilibre,  Tune  d  elles  P  est  égale  et  di- 
rectement opposée  à  la  résultante  des  M  autres 
Q ,  R,  S,  etc.  Donc  on  a  ces  théorèmes  : 

i*^.  La  résultante  de  M  forces  représentées  par 
autant  de  lignes  qui  partent  d'un  même  point  A  est 
dirigée  de  ce  point  vers  le  centre  de  gravité  G  de 
M  corps  égaux  quon  supposerait  placés  aux  extré- 
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fixe.  Ainsi,  comme  au  dedans  de  la  terre  sup- 
posée sphérîque  et  homogène,  les  molécules 
pèsent  vers  le  centre  en  raison  des  simples  dis- 
tances ,  il  s  ensuit  que ,  dans  l'intérieur  du  globe , 
si  un  corps  est  soutenu  par  son  centre  de  gravité, 
il  restera  en  équilibre  autour  de  ce  point  dans 
toutes  les  situations.  Mais  il  n'en  sera  plus  de 
même  au-dessus  du  globe,  où  Tattraction  de- 
vient réciproque  au  carré  de  la  distance;  et  si 
le  corps,  par  exemple,  est  un  cylindre  droit 
soutenu  par  le  milieu  de  son  axe,  il  ne  pourra 
être  en  équilibre  que  dans  «la  position  où 
cet  axe  est  horizontal,  ou  perpendiculaire  à 
l'horizon. 

Comme ,  dans  la  nature ,  les  forces  de  la  gra- 
vité ne  sont,  ni  exactement  parallèles,  ni  exac- 
tement convergentes,  ni  dans  les  rapports  précis 
qu'on  vient  de  dire ,  on  voit  qu'à  la  rigueur  il 
n'y  a  point  dans  un  corps  pesant  de  vrai  centre 
de  gravité  y  je  veux  dire,  de  point  unique  autour 
duquel  les  forces  de  la  gravité  se  contre-balan- 
cent  pour  toutes  les  situations  possibles  du  corps. 
Mais  dans  les  corps  de  peu  d'étendue  que  nous 
considérons  sur  la  terre ,  le  point  que  nous  avons 
déterminé  jouit  à  très-peu  près  de  cette  pro- 
priété, et  l'erreur  est  insensible. 
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III. 

Tout  ce  qu  on  vient  de  dire  de  plusieurs 
points  massifs  égaux,  et  des  forces  représentées 
par  leurs  distances  à  un  même  point  de  l'es- 
pace ,  s'applique  naturellement  à  un  système  de 
points  ou  corps  inégaux,  dont  les  masses  se- 
raient m ,  m'j  m",  etc.  ;  car  il  suffit  de  considérer 
chacun  de  ces  corps,  tel  que  m,  comme  un 
groupe  de  m  points  égaux ,  et  de  prendre  pour 
la  force  appliquée  à  ce  corps,  m  fois  la  dis- 
tance de  son  centre  au  point  dont  il  s'agit. 

Ainsi^  en  nommant  r  j  r\  r" ,  etc.,  les  dis- 
tances des  centres  des  corps  m,  m' ^m" ^  etc., 
à  ce  point  ou  foyer  commun  A,  et  faisant 
,yi  +  m'  -f-  m"  -f-  etc.  =  M,  on  peut  dire  que 
le  centre  de  gravité  G  de  tous  ces  corps  se 
trouve  sur  la  direction  de  la  résultante  des 
forces  mVy  m'r\  m"  r'\  etc.,  et  à  la  M*  partie  de 
la  ligne  qui  la  représente. 

Nommons  R  cette  distance  du  centre  G  au 
point  A  :  X ,  Y,  z  les  trois  coordonnées  rectangles 
de  G  par  rapport  au  même  point;  et  soient  de 
même  x,jr^z\  x\y\  z',  etc.,  les  coordonnées 
de  m  ,  m',  etc.  Les  forces  mx,  mjy  mz;  m'x% 
m' y  ^  m' z*  y  etc.,  seront  les  composantes  des 
forces  mr^  m' r',  etc. ;  et  Mx,  My,  Mz ,  celles  de 
Statique  P.  i5 
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la  résultante  Mr.  On  aura  donc 

Mx  =  mx-h  m'x'  -\-  m" x"  -h  etc., 
My  =  mj  H-  m^y  H-  m"y  +  etc., 
Mz  =  mz  H-  m'z'  H-  m"  z"  +  etc. 

Faisant  las  carrés  ,   ajoutant ,    et  observant 
qu'on  a         X^   ^  Y^^   -4-  z^*  =  R% 


x^   +J* 

-hz»   = 

»•% 

x'*+X'^ 

+  2'»  = 

r", 

etc., 

on  trouvera 

M»R« 

=  wV«  -4-  m'^'r'*  +  m^'^r"^  -4-  etc. 

-4-  2mm'(xjc'4-^' 

-+-Z2' 

)  -H  etc. 

+  2  mm  "  {xx"  +  yy" 

->rlZ' 

')  -4-  etc. 

+  etc. 

Au  lieu  du  terme  imm' {xx'  -f*jr/'  -4-  z^;'),  on 
pourrait  mettre ,  comme  on  la  vu  n®  1*15  ,  le 
terme  nmr.m'r'  cosy;  ç  étant  Tinclinaison  mu- 
tuelle des  deux  lignes  r  et  r',  et  ainsi  des  autres  ; 
d'où  l'on  tire  en  passant  ce  théorème  connu  : 

Le  carré  de  la  résultante  de  tant  de  forces  qu'on 
voudra  appliquées  sur  un  point  est  égal  à  ta 
somme  des  carrés  de  ces  forces,  et  des  doubles  pro^ 
doits  qu  on  peut  faire  en  les  multipliant,  deux  à 
deux,  l'une  par  l'autre  -et  par  le  cosinus  de  leur 
inclinaison^muiuelle. 

On  peut  encore 'transformer  chaque  terme 
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nmm' [xx'  -h- xy  -h  zz')  dune  autre  manière; 
car,  si  Ton  désigne  par  a  la  distance  de  mkm\ 
on  a 

a'  =  {x-  x'Y  +  (j-yY  +  {z-  z')\ 
et ,  par  conséquent , 

2  {xx'  -hjj'  4-  zz')  =  r^  -h  r'^  —  a*  ; 

on  a  de  même ,  en  nommant  j3  la  distance  de 
m  k  m'\ 

a  (jcjc"  -F  J7"  4-  zz")  =  r^  H-  r"^  —  p» , 

et  ainsi  des  autres.  En  substituant  ces  valeurs, 
on  aura  cette  nouvelle  expression  du  carré  de 
la  résultante  Ma , 

M^R*  =  mV»  +  m'^/'^  -}-  m"^r"^  -h  etc. 
+  mm'  (r^  -h  r'^  —  a*)  4-  etc. 
4-  mm''  (r^  -f-  r'^^  —  ^^)  -f-  etc. 
-4-  etc. 

Or,  dans  le  second  membre  de  cette  équation  , 
r^  est  multiplié  par  m*  4-  mm'  -4-  mm''  4-  etc. 
=  m  (m  4-  m' 4-  m"  4-  etc.)  =  m  M;  le  carrer'^ 
est  multiplié  de  même  par  m'M,  etc.;  donc 
enfin,  en  réduisant,  on  aura  cette  équation 
remarquable  : 

M^R^  =  M/(mr^)  ^f{mm'a^), 

où  le  signe/(mr^)  indique  la  somme  des  pro- 
duits des  masses  par  les  carrés  des  distances  de 
leurs  centres  au  point  A  ;  et  le  signe  /(mm'a^) 

i5.. 
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la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux  par  les 
carrés  des  distances  mutuelles  de  ces  centres. 

Par  cette  formule,  qui  ne  contient  plus  que 
les  distances  mutuelles  des  corps,  et  leurs  dis-' 
tances  à  un  point  quelconque  A  de  Tespace, 
on  peut  trouver  à  quelle  distance  R  de  ce  point 
A  est  situé  le  centre  de  gravité  G  du  système; 
de  sorte  qu'en  cherchant  ainsi  cette  distance  par 
rapport  à  trois  points  donnés,  on  aurait  la  posi- 
tion du  point  G  dans  l'espace. 

Si  le  point  A  change  de  position,  ces  distan- 
ces R  et  r,  r',  r",  etc.,  varient;  mais  les  distances 
mutuelles  a,  /3,  y,  etc.,  des  différents  corps  ne 
changent  point  par  hypothèse ,  et  le  terme 
/(mm 'a*)  est  constant:  donc,  puisque  Téquation 
précédente  nous  donne 

M/(mr2)  =/(mm'a^)  +  M^R% 

il  s'ensuit  que  le  point  A  de  Tespace  pour  lequel 
f(mr'^)  a  la  plus  petite  valeur  est  celui  pour 
lequel  on  a  R  =  o  ,  et  que ,  par  conséquent ,  ce 
point  est  le  centre  de  gravité  G  du  système. 

Ainsi ,  le  centre  de  gravité  d'un  système  de  corps- 
jouit  de  cette  propriété,  que  la  somme  des  produits 
des  masses  par  les  carrés  des  distances  de  leurs 
centres  respectifs  à  ce  point  est  un  minimum  , 
c  est- à-dire  est  plus  petite  que  pour  tout  autre  point 
de  l  espace. 
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Quant  à  cette  valeur  minimum  def[mr^)^ 
on  voit,  par  réquation  ci-dessus  où  Ton  fait 
R=  o,  quelle  est  égale  à  la  somme  des  pro- 
duits qu'on  peut  faire  en  prenant  les  masses 
deux  à  deux,  les  multipliant  lune  par  Taulre 
et  parle  carré  de  leur  distance  mutuelle,  et 
divisant  le  tout  par  la  masse  entière  du  système; 
ce  qui  donne  un  second  théorème  qui  peut  être 
utile  dans  plusieurs  occasions. 

Si  le  point  A,  en  variant  de  position,  reste 
toujours  sur  une  sphère  décrite  autour  du 
centre  de  gravité  du  système ,  R  est  constante  , 
et,  par  conséquent,  f{mr^)  ne  change  point, 
quoique  les  distances  individuelles  r,  r',  r'\  etc., 
varient  par  ce  déplacement  du  point  A;  .et  il 
en  serait  de  même  si,  le  point  A  restant  fixe,  le 
système  tournait  d'une  manière  quelconque 
autour  de  son  centre  G. 

Le  centre  de  gravité  d'un  système  jouit  donc 
encore  de  cette  propriété,  que  si  Ton  fait  tourner 
comme  on  voudra  le  système  autour  de  ce  centre , 
la  somme  des  produits  des  masses  par  les  carrés  de 
leurs  distances  à  un  point  fixe  quelconque  reste 
toujours  la  même. 

Si  Ton  suppose  ,  comme  nous  Ta  viens  fait 
d abord ,  que  toutes  les  masses  m,  m',  m'\  etc., 
soient  égales  entre  elles  et  à  Tunité,  M  en 
marque  le  nombre,   et  l'équation   précédente 
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devient 

M/(r2)==/(a^)+M^R% 

formule  plus  simple ,  et  qu'on  appliquerait  éga- 
lement à  tous  les  systèmes  possibles,  en  imagi- 
nant que  les  différents  corps  y  soient  tous  di- 
visés en  parties  égales. 

Danslecas  deR  =  o,  on  a  M/(r*)  =  /(a^), 
d*où  Ton  tire  ce  théorème  de  Géométrie  : 

La  somme  des  carrés  des  distances  mutuelles 
de  M  points  égaux  est  égale  à  M  fois  la  somme  des 
carrés  de  leurs  distances  à  leur  commun  centre 
de  gravité. 

On  voit  par  là  que  la  somme  des  carrés  des 
six  arêtes  d'une  pyramide  triangulaire  est  égale 
à  quatre  fois  la  somme  des  carrés  des  dis- 
tances des  sommets  au  centre  de  gravité  de  la 
pyramide  ;  car  ce  centre  est  le  même  que  ce- 
lui de  quatre  corps  égaux  placés  à  ces  som- 
mets; etc.,. etc. 

Dans  ce  qui  précède,  on  n'a  considéré  qu^un 
système  invariable  de  figure,  c'est-à-dire  dont 
les  points  sont  liés  de  manière  qu'aucune  de 
leurs  distances  mutuelles  ne  puisse  changer. 
Mais  on  voit  encore  ici  que,  si  la  figure  du 
système  était  variable  suivant  cette  condition,  que 
la  somme  des  carrés  des  distances  mutuelles  des 
différents   points  fût   constante,    la  somme  des 
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carrés  de  leurs   distances   au  centre    de  gravité 
demeurerait  aussi  constante,  et  réciproquement^ 
Mais  je  passé  à  d'autres  propriétés  des  centres 
de  gravité. 


IV. 


167.  Soit  une  courbe  plane  quelconque  ABC 
{Jig.  44)?  qui  tourne  autour  d'un  axe  PZ  situé  F>ff-  44- 
dans  son  plan  ,  de  manière  que  tous  les  points 
de  la  courbe  demeurent  toujours  aux  mêmes 
distances  de  cet  axe;  cette  courbe  engendre  une 
surface  que  Ton  nomme  surface  de  révolution. 

Pour  en  déterminer  Taire,  on  peut  remar- 
quer que  chaque  élément  ds  de  la  courbe  gé- 
nératrice produit  une  surface  de  cône  tronqué 
dont  Faire  est  égale  au  côté  ds  multiplié  par 
la  circonférence  du  cercle  que  décrit  son  mi- 
lieu, ou  son  centre  de  gravité  i,  autour  de 
Taxe  PZ. 

Donc ,  si  Ton  suppose  tous  ces  éléments  égaux, 
la  surface  entière  sera  égale  à  leur  somme  mul- 
tipliée par  ia  circonférence  moyenne  entre 
celles  que  décrivent  tous  leurs  centres  de  gra- 
vité. 

Mais  cette  moyenne  »  circonférence  a  pour 
rayon  la  moyenne -distance  de  tous  ces  points 
à  Taxe  de  révolution,  ou  bien  (140)  la  distance 
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du  centre  de  gravité  de  la  courbe  au  même  axe. 
Donc  on  peut  dire  : 

Que  l'aire  d 'une  surface  de  révolution  est  égale 
à  la  longueur  de  la  génératrice  multipliée  par  la 
circonférence  que  décrit  son  centre  de  gravité  au-- 
tour  de  l'axe  de  révolution. 

On  voit  de  la  même  manière  que  si  plusieurs 
courbes  situées  dans  le  même  plan  tournent 
autour  d'un  axe  situé  dans  ce  plan,  la  somme 
des  surfaces  engendrées  est  égale  à  la  somme 
des  génératrices,  multipliée  par  la  circonfé- 
rence que  décrit  le  centre  de  gravité  de  leur 
système. 

Mais  il  faut  observer  que,  lorsque  la  géné- 
ratrice ou  les  génératrices  ne  sont  pas  situées 
en  entier  d'un  même  côté  de  Taxe ,  l'expression 
précédente  ne  donne  plus  que  la  somme  des 
aires  engendrées  par  les  parties  qui  sont  d'un 
côté  de  cet  axe,  moins  la  somme  des  aires 
engendrées  par  les  parties  qui  sont  de  l'autre 
côté. 

On  peut  appliquer  aussi  la  théorie  des  centres 
de  gravité  à  la  cubature  des  solides  de  révolu- 
tion; et  il  n'est  pas  difficile  de  voir  que  le  vo- 
lume d'un  solide  de  révolution  est  égal  à  l'aire 
de  la  section  génératrice  multipliée  par  la  cir- 
conférence que  décrit  son  centre  de  gravité  autour 
de  l'axe  fixe. 
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En  effet,  si  Ton  considère  un  rectangle  bcde 
{fig.  45)  qui  tourne  autour  de  l'axe  PZ  parai- Fig.  45. 
lèle  à  l'un  de  ces  côtés  fce,  il  est  clair  que  le  so- 
lide engendré  par  ce  rectangle  est  égal  à  la  dif- 
férence de  deux  cylindres  de  même  hauteur  crf, 
et  dont  l'un  a  pour  rayon  la  distance  ca  du 
côté  cdj  à  Taxe  fixe,  et  l'autre,  la  distance  ba 
du  côté  6e,  au  même  axe.  Ce  solide  est  donc 

exprimé  par  {tsac  —  zsab)cd^  en  nommant  zs 
le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  Si  ^ 
Ton  met  ca  —  cb  à  la  place  de  afc,  l'expression 

précédente  devient  7s{^ac>c,  bc -^  bc)cd^   ou 

bcx  cdx.  nzs  lac j ,  c'est-à-dire  égale  au 

rectangle  bcde^  multiplié  par  la  circonférence 
décrite  d'un  rayon  moyen  entre  les  rayons  ca 
et  6a,  ou  bien  égale  à  la  distance  du  centre  de 
gravité  du  parallélogramme  à  Taxe  de  révo- 
lution. 

Donc,  si  l'on  conçoit  la  section  génératrice 
ZMN  comme  partagée  en  une  infinité  de  petits 
rectangles  égaux,  on  pourra  dire  que  le  solide 
total  engendré  est  égal  à  la  somme  de  tous  ces 
rectangles,  ou  à  Faire  de  la  section  ZMN,  mul- 
tipliée par  la  circonférence  moyenne  entre 
toutes  celles  que  décrivent  leurs  centres  de  gra- 
vité autour  de  l'axe.  Mais  cette  moyenne  cir- 
conférence a  pour  rayon  la  moyenne  distance 


a34  ÉLÉMENTS 

de  to>is  ces  points  au  même  axe ,  ou  la  distance 
du  centre  de  gravité  à  cet  axe.  Donc,  etc. 

On  pourrait  voir  encore,  par  un  raisonne- 
ment à  peu  près  semblable  au  précédent,  que 
si  une  surface  plane  terminée  par  une  courbe 
quelconque  se  meut  dans  l'espace  de  manière 
que  son  plan  soit  toujours  (au  même  point) 
perpendiculaire  à  une  courbe  quelconque  k 
double  courbure,  le  solide  engendré  est  égal 
à  Taire  de  la  surface  génératrice  multipliée  par 
'la  longueur  de  la  courbe  que  parcourt  son 
centre  de  gravité. 

Mais  nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  démon- 
trer cette  proposition,  que  Ton  pourrait  déduire, 
aussi  bien  que  les  précédentes,  des  formules 
connues  pour  les  centres  de  gravité;  nous  ne 
ferons  même  aucune  application  paiticulière 
de  cette  théorie  aux  surfaces  et  aux  solides  dont 
on  a  immédiatement  la  mesure  en  Géométrie. 
Notre  seul  but  était  de  montrer  ce  rapproche- 
ment remarquable  de  considérations  qui  pa- 
raissent d  abord  étrangères  entre  elles,  mais 
qui  s'enchaînent  comme  toutes  les  questions 
soumises  aux  Mathématiques ,  et  se  fondent, 
pour  ainsi  dire,  les  unes  dans  les  autres,  lors- 
qu'on écarte  un  instant  et  les  idées,  et  les  noms 
que  robjet  particulier  de  chaque  question  nous 
rap})elle. 
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CHAPITRE  IV. 

DES  MACriINES. 

168.  On  définit  ordinairement  les  machines 
des  instruments  destinés  à  transmettre  laclion 
des  forces. 

Sous  ce  point  de  vue  générai,  tous  les  corps 
de  la  nature  sont  des  machines,  parce  qu'ils 
sont  propres  à  transmettre  Taction  des  forces 
qui  leur  sont  appliquées  ;  mais  lorsque  des  forces 
réagissent  les  unes  sur  les  autres  par  l'intermé- 
diaire d'un  corps  ou  système  parfaitement  libre, 
il  est  impossible  qu  elles  se  fassent  équilibre,  à 
moins  qu'elles  ne  remplissent  les  conditions 
que  nous  avons  établies  précédemment.  Or,  au 
moyen  des  machines  proprement  dites,  on  peut 
mettre  en  équilibre  des  forces  quelconques  qui 
ne  satisfont  pas  à  ces  conditions  ;  et,  par  consé- 
quent, pour  mieux  caractériser  les  machines,  et 
les  distinguer  des  autres  corps,  on  pourrait  les 
définir  des  instruments  propres  à  mettre  en 
équilibre  des  forces  de  grandeurs  et  de  direc- 
tions quelconques. 

Mais ,  en  suivant  cette  idée ,  si  des  forces  in- 


236  ÉLÉMENTS 

capables  de  se  faire  équilibre  sur  un  corps  en- 
tièrement libre  peuvent  néanmoins  se  faire  équi- 
libre sur  une  machine ,  il  faut  donc  en  conclure 
que  les  corps  qui  forment  les  machines  ne  sont 
pas  entièrement  libres ,  mais  sont  gênés  par  des 
obstacles  qui  les  empêchent  dobéir  au  mouve- 
ment que  les  forces  tendent  à  leur  imprimer, 
et  leur  imprimeraient  réellement  s'ils  étaient 
libres.  Ainsi,  Ton  est  conduit  naturellement  à 
cette  définition  générale  des  machines,  savoir, 
que  les  machines  ne  sont  autre  chose  que  des  corps 
ou  systèmes  gênés  dans  leurs  mouvements  par  des 
obstacles  quelconques. 

Il  n'est  pas  difficile  de  comprendre,  d'après 
cela,  comment  des  forces  de  grandeurs  quel- 
conques peuvent  se  faire  équilibre  sur  de  tels 
corps,  car  il  n'est  plus  nécessaire  que  les  forces 
résultantes  soient  nulles  d elles-mêmes;  mais  il 
suffit  qu'elles  se  dirigent  vers  les  obstacles  qui 
les  détruisent  par  leurs  résistances.  Ainsi,  à 
laide  d'un  corps  solide  qui  s'appuierait,  par 
exemple,  contre  un  point  fixe,  une  force  mé- 
diocre ferait  équilibre  à  une  très-grande  force, 
si  elle  était  disposée  à  Tégard  de  celle-ci  de 
manière  que  leur  résultante  commune  fût  diri- 
gée vers  le  point  fixe  :  d'où  l'on  voit  que  la 
plus  petite  force  seule  ne  fait  pas  équilibre  à 
la  plus  grande ,  ce  qui  serait  impossible ,  mais 
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qu  elle  ne  sert ,  en  quelque  sorte,  qu'à  détourner 
l'effort  de  la  plus  grande,  et  à  le  faire  passeï' 
avec  le  sien  propre  combiné ,  vers  un  obstacle 
invincible. 

Au  fond,  lorsqu'on  fait  équilibre  à  une  puis- 
sance quelconque  à  Taide  d'une  machine,  on 
emploie  réellement  plus  de  force  qu'en  appli- 
quant directement  une  force  égale  et  contraire 
à  celle  qu'on  veut  détruire,  si  l'on  compte  la 
résistance  de  l'obstacle  pour  une  force.  Mais 
comme  ces  résistances  qui  proviennent  des  ob- 
stacles sont  par  elles-mêmes  incapables  de  pro- 
duire du  mouvement,  et  ne  peuvent  servir  qu'à 
le  détruire,  nous  n'en  tenons  pas  compte,  parce 
que  nous  ne  dépensons  réellement  que  la  force 
appliquée.  Au  reste,  dans  la  théorie  de  l'équi- 
libre des  macbines,  rien  n'empêche  de  consi- 
dérer les  obstacles  comme  tenant  lieu  des  forces 
égales  et  contraires  à  celles  qu'ils  détruisent 
actuellement;  et  si  l'on  conçoit  qu'on  ait  ainsi 
substitué  à  la  place  de  ces  obstacles  des  forces 
qui  représentent  leurs  résistances  actuelles,  ce 
n'est  plus  entre  les  seules  forces  appliquées 
qu'il  y  a  équilibre,  mais  entre  les  forces  appli- 
quées et  les  résistances;  de  manière  que  les  lois 
de  l'équilibre  des  machines  deviennent  les 
mêmes  que  celles  de  l'équilibre  des  corps  par- 
faitement libres. 
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C'est  d'après  cette  considération  que  nous 
avons  trouvé,  à  la  6n  du  second  chapitre,  les 
lois  de  lëquilibre  de  corps  assujettis  à  diverses 
conditions  particulières.  Ceux  qui  auront  lu 
cet  article  verront  que  nous  aurions  peu  de 
chose  à  y  ajouter  ici ,  et  qu'il  renferme  de  la 
manière  la  plus  générale  la  théorie  de  l'équi- 
libre des  trois  machines  simples  auxquelles  on 
peut  aisément  ramener  toutes  les  autres  ;  mais , 
en  faveur  de  ceux  qui  veulent  étudier  les  ma- 
chines d'une  manière  plus  élémentaire,  nous 
allons  entrer  dans  les  détails  convenables. 

169.  Nous  réduirons  les  machines  simples  à 
trois  principales,  que  Ton  peut  considérer  y  si 
l'on  veut,  dans  Tordre  suivant,  eu  égard  à  la 
nature  de  l'obstacle  qui  gêne  le  mouvement  du 
corps  :  le  levier,  le  tour,  et  le  plan  incliné. 

Dans  la  première  machine,  l'obstacle  est  un 
point  fixe  autour  duquel  le  corps  a  la  liberté  de 
tourner  en  tous  sens. 

Dans  la  seconde ,  l'obstacle  est  une  droite  fixe 
autour  de  laquelle  tous  les  points  du  corps  n'ont 
que  la  liberté  de  tourner  dans  des  plans  paral- 
lèles entre  eux. 

Dans  la  troisième ,  l'obstacle  est  un  plan  iné- 
branlable contre  lequel  le  corps  s'appuie  ^  et 
sur  lequel  il  a  la  liberté  de  glisser. 
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Comme  on  n  a  d  abord  considéré  cette  der- 
nière machine  que  par  rapport  aux  corps  pe- 
sants qu'on  retient  en  équilibre  sur  des  plans 
inclinés  à  Thorizon,  on  lui  a  donné  et  elle  a 
gardé  le  nom  de  plan  incliné. 

Nous  parlerons  successivement  de  ces  trois 
machines 9  et  de  quelques-unes  qui  s'y  rappor- 
tent, dont  l'usage  est  le -plus  fréquent.  Nous 
ferons  abstraction  des  diverses  circonstances 
physiques  qui  peuvent  influer  sur  l'équilibre, 
telles  que  le  frottement  des  corps  les  uns  sur  les 
autres,  et  la  roideur  des  cordes  au  moyen  des- 
quelles les  forces  transmettent  leur  action  aux 
divers  points  de  la  machine.  Ainsi  Ton  suppo- 
sera que  l'action  de  chaque  force  se  transmet 
suivant  Taxe  de  la  corde  à  laquelle  elle  est  ap- 
pliquée ,  de  manière  que  l'on  pourra  considérer 
les  cordes  comme  des*fils  parfaitement  flexibles 
et  inextensible».  On  verra  facilement  dans  quels 
cas  et  comment  on  doit  avoir  égard  aux  dia- 
mètres des  cordes.  Au  reste,  nous  parlerons 
plus  loin  de  ces  sortes  d'instruments  qu'on  a  rais 
au  rang  des  machines,  et  qu'on  nomme  machines 
funiculaires.^  Ce  que  nous  en  avons  dit  ici  suffit 
pour  notre  objet. 
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DU    LEVIER. 

170.  Soient  deux  forces  quelconques  P  et  Q 
Fig.  46.  {^fig,  46),  appliquées  imniédiatement,  ou  sui- 
vant des  cordons ,  aux  deux  points  A  et  B  d'un 
levier  AFB  de  figure  quelconque;  soit  F  le  point 
fixe  autour  duquel  le  levier  a  la  liberté  de 
tourner  et  qu'on  nomme  ordinairement  le  point 
(Vappui  :  on  demande  les  conditions  de  l'équi- 
libre, en  faisant  d'abord  abstraction  de  la  [pe- 
santeur du  levier. 

Du  point  F  j  abaisse  sur  les  directions  des 
deux  forces  P  et  Q  deux  perpendiculaires  FH, 
FI,  qui  rencontrent  ces  directions,  prolongées, 
s'il  est  nécessaire,  enH  eti;  et  regardant  ces 
deux  points  comme  invariablement  liés  aux 
points  A  et  B,  je  suppose  que  les  deux  forces  P 
et  Q  y  agissent  immédiatement.* 

Cela  posé,  j'applique  au  point  F  deux  forces 
contraires ,  P'  et  —  P,  égales  et  parallèles  à  P, 
et ,  au  même  point  F,  deux  autres  forces  con- 
traires Q'  et  — -  Q ,  égales  et  parallèles  à  Q.  Il 
est  clair  que  le  levier  reste  toujours  dans  le 
^  même  état.  Mais  on  peut  considérer  actuelle- 
ment, au  lieu  des  deux  forces  primitives  P  et  Q , 
1**  deux  forces  P'  et  Q'  respectivement  égales 
et  parallèles  à  ces  forces,  et  de  même  sens, 
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mais  appliquées  en  F;  2^  deux  couples  (P,—  P), 
(Q,  —  Q) ,  dout  les  bras  de  levier  sont  FH  et  FI. 

Or  la  résultante  des  deux  forces  P'  et  Q'  est 
toujours  détruite  par  la  résistance  du  point 
d'appui ,  si  Ion  suppose  le  levier  invariable- 
ment lié  à  ce  point ,  de  manière  qu'il  ne  puisse 
prendre  qu'un  mouvement  de  rotation  autour 
de  lui.  Mais  le  couple  résultant  des  deux  cou- 
ples (P,  —  P)  et  (Q,  —  Q)  ne  peut  jamais  être 
détruit  par  ce  point  fixe  (76),  et,  par  consé- 
quent ,  il  faut ,  pour  l'équilibre ,  que  ce  couple 
résultant  soit  nul  de  lui-même  ,  ou  que  les 
deux  couples  composants  (P,  —  P)  et  (Q,  —  Q) 
soient  équivalents  et  contraires.  Ces  deux  cou- 
ples doivent  donc  se  trouver  dans  des  plans 
parallèles,  et,  par 'conséquent,  dans  le  même 
plan,  puisque  leurs  plans  se  rencontrent  déjà 
au  point  F.  En  second  lieu,  leurs  nioments 
P  X  FH,  Q  X  FI  doivent  être  égaux,  et  ils 
doivent  tendre  à  faire  tourner  en  sens  con- 
traires. 

Donc,  pour  l'équilibre  du  levier,  il  est  néces- 
saire  et  il  suffit  :  1^  que  les  deux  forces  P  ei  Q  qui 
le  sollicitent  soient  dans  un  même  plan  avec  l'ap- 
pui; ti^que  leurs  moments,  par  rapport  à  ce  point, 
soient  égaux;  3^  quelles  tendent  à  faire  tourner  en 
sens  contraires. 

A  l'égalité  des  moments  P  x  FH  =  Q  x  FI, 

Statique  P.  16 
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on  peut  substituer  la  proportion  P  ;Q  ;  !  FI  :  FH, 

qui  exprime  que  les  forces  P  et  Q  doivent  être 

en  raison  réciproque  de  leurs  diètances  au  point 

d'appui. 

De  la  charge  du  point  d 'appui. 

171.  Dans  le  cas  de  l'équilibre,  lappui  n est 
pressé  que  par  les  deux  forces  P'  et  Q'  qui  y 
sont  immédiatement  appliquées;  car  les  deux 
couples  (P,  —  P),  (Q,  —  Q)  étant  en  équilibre 
d'eux-mêmes ,  c'est-à-dire  même  en  suppo- 
sant que  le  levier  ne  soit  pas  soutenu ,  il  est 
clair  qu'ils  ne  peuvent  nullement  charger  le 
point  fixe. 

Ainsi,  la  pression  qu éprouve  le  point  d'appui 
est  absolument  la  même  que  si  les  deux  forces  P  et 
Q  sj  transportaient  parallèlement  à  elles-mêmes, 
sans  changer  de  grandeur  ni  de  sens. 

172.  Si  l'on  achève  sur  les  côtés  FP',  FQ' 
qui  représentent  les  forces  P'  et  Q',  le  paral- 
lélogramme FQ'RP',  la  diagonale  FR  repré- 
sentera donc  la  charge  R  de  l'appui;  et,  par 
conséquent ,  si  la  résistance  de  cet  appui  n'est 
pas  indéfinie,  on  pourra  juger  de  quelle  rési«* 
tance  il  doit  être  capable ,  pour  n'être  pas  en- 
traîné par  Faction  des  forces  P  et  Q  qoi  sol- 
licitent le  levier. 
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Gomme  les  forces  P'  et  Q'  sont  parfaitement 
égales  et  parallèles  aux  forces  respectives  P  et 
Q,  et  de  même  sens,  les  trois  côtés  et  les 
trois  angles  du  triangle  FRQ',  ou  du  triangle 
FRP',  représentent  les  six  choses  que  l'on 
peut  considérer  dans  le  levier,  savoir  :  les  deux 
forces  P  et  Q,  la  charge  R  de  lappui,  et  les 
inclinaisons  mutuelles  des  directions  de  ces  trois 
forces. 

Donc,  si  Ton  connaît  trois  quelconques  de 
ces  six  choses,  pourvu  qu'il  y  entre  la  gran- 
deur de  l'une  des  forces  P,  Q,  R,  on  pourra 
trouver  les  trois  autres,  de  la  même  manière 
que  Ton  résoudrait  le  triangle  FRQ'. 

175.  On  observera  que  tout  ce  que  nous 
avons  dit  a  lieu  ^  quelles  que  soient  la  figure  du 
levier  et  les  dispositions  mutuelles  des  forces  P 
etQ,  et  du  point  d'appui. 

•  Si  les  forces  P  et  Q  (  fig.  4?)  sont  parallèles ,  F»g-  47- 
on  peut  mener  du  point  fixe  une  perpendicu- 
laire commune  IH  sur  leurs  directions,  et  ces 
deux  forces  devront  être  en  raison  réciproque 
des  parties  FH  et  FI,  comprises  entre  leurs 
directions  et  l'appui. 

La  charge  de  ce  point  sera  égale  à  la  somme 
des  forces  P  H-  Q ,  ou  à  leur  différence  P  —  Q , 
selon  quelles    seront    toutes   deux  de   même 

i6.. 
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sens^{ fig,  47)7  ^^i  de  sens  contraires  {fig.  48). 
Lorsque  le  levier  est  droit ,  les  parties  HF 
et  FI  sont  proportionnelles  aux  parties  AF  et 
BF,  qui  sont  les  distances  des  points  d'appli- 
cation des  forces  au  point  d  appui ,  distances 
comptées  sur  le  levier  lui-même ,  et  que  Ton 
nomme  proprement  les-  bras  de  levier;  et , 
par  conséquent ,  dans  l'équilibre  du  levier 
droit,  les  forces  sont  réciproques  à  leurs  bras 
de  levier. 

174.  Si  Ion  veut  considérer  Tune  des  deux 
forces  P  etQ,  la  force  P  par  exemple,  comme 
celle  qui  tend  à  donner  le  mouvement  à  la 
machine ,  et  que  Ton  nommera  la  puissance, 
et  l'autre  force  Q,  comme  l'effort  qu'il  faut 
vaincre ,  et  que  Ion  nommera  la  résistance , 
on  pourra  distinguer  plusieurs  espèces  de  le- 
viers, suivant  la  place  qu'occupe  le  point  d'ap- 
pui F,  relativement  à  ces  deux  forces. 

Si  lappui  tombe  entre  la  puissance  et  la  ré- 
sistance ,  on  aura  le  levier  de  la  première  espèce 

F»c  47-  (Jig.  47)?  ûù  la  puissance  a  d'autant  plus  d'avan- 
tage, que  son  bras  de  levier  AF  est  plus  long. 

Si  l'appui  laisse  la  résistance  Q  entre  lui  et 
la  puissance  P,  on  aura  le  levier  de  la  seconde 

Fig.  48.  espèce  {fig»  48),  où  la  puissance  a  toujours^ de 
Favantage. 
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Enfin,  si  la  puissance  tombe  entre  le  point 
d appui  et  la  résistance,  on  aura  le  levier  de 
la  troisième  espèce  [fig.  49)»  où  la  puissance  a  F«g-  49* 
toujours  du  désavantage. 

Mais  ces  différents  leviers  reviennent  tous 
au  même,  sous  le  rapport  de  l'équilibre.  De 
quelque  manière  que  la  puissance  et  la  résis- 
tance soient  disposées  entre  elles  et  à  Fégard 
du  point  d'appui,  si  on  les  transporte  toutes 
deux  parallèlement  à  elles-mêmes  en  ce  point , 
il  faut  toujours  que  les  deux  couples  qui  en 
naissent  soient  équivalents  et  contraires  :  ainsi 
les  distinctions  précédentes  sont  inutiles  dans 
la  théorie,  et  ne  peuvent  servir  que  dans  le 
discours. 

175.  Supposons  actuellement  que  le  levier 
soit  sollicité  par  un  nombre  quelconque  de 
puissances  P,  Q,  R,  etc.  {fig,  5o),  toutes  situées  Fig.  60. 
dans  un  même  plan  avec  le  point  d'appui  F.  En 
abaissant  de  ce  point  les  perpendiculaires  FH, 
FI,  FK,  etc.,  sur  leurs  directions,  et  consi- 
dérant chaque  force  P  comme  transformée  en 
une  autre  égale,  parallèle  et  de  même  sens, 
appliquée  en  F,  et  en  un  couple  (P,  ~  P)  qui 
a  pour  bras  de  levier  la  distance  FH  de  cette 
force  au  point  fixe,  on  verra ,  comme  ci-dessus, 
que  la  résultante  de  toutes  les  forces  transpor- 
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tées  sur  le  point  fixe  est  toujours  détruite  par 
sa  résistance ,  mais  que  le  couple  résultant 
doit  être  nul  de  lui-même  pout*  Téquilibre, 
comme  si  la  verge  était  parfaitement  libre  : 
d  où  Ton  conclura  que  la  somme  des  moments 
PxFH,  QxFI,  RxFR,  etc.,  doit  être 
égale  à  zéro ,  en  comptant  comme  positifs  tous 
les  moments  des  forces  qui  tendent  à  faire  tour- 
ner dans  un  sens ,  et  comme  négatifs  les  mo- 
ments qui  tendent  à  faire  tourner  dans  le  sens 
contraire. 

On  trouvera  aussi  que  la  charge  du  point 
d  appui  est  absolument  la  même  que  si  toutes 
les  forces  s'étaient  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes  en  ce  point,  sans  changer  de  gran- 
deur ni  de  sens. 

176.  Si  les  forces  P,  Q,R,  etc.,  agissaient 
dans  des  plans  différents,  on  verrait  de  la 
même  manière  qu'en  transportant  toutes  ces 
forces  parallèlement  à  elles-mêmes  au  point 
fixe ,  tous  les  couples  qui  en  proviennent  doi- 
vent donner  un  couple  résultant  nul  de  lui-^ 
même ,  ou  doivent  être  en  équilibre  entre  eux. 

Mais,  pour  exprimer  cette  condition  ^  il  faut 
ici  trois  équations  qui  expriment  que  la  somme 
des  moments  des  forces ,  estimés  par  rapport  à 
(rois  axes  qui  se  croisent  dans  lespace  au  point 
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d'appui,  soit  nulle  d elle-même  à  1  égard  de 
chacun  de  ces  axes  (6S). 

Sur  quoi  l'on  peut  observer  que  les  trois  axes 
peuvent  être  menés  d'une  manière  quelconque 
par  le  point  fixe,  pourvu  qu'ils  ne  soient  pas 
dans  un  même  plan;  car  les  trois  équations 
précédentes  n'assureraient  pas  alors  l'équilibre 
du  corps. 

Puisque  les  couples  qui  naissent  des  forces 
transportées  au  point  fixe  doivent  être  en  équi- 
libre d'eux-mêmes,  il  s^ensuit  que  les  forces 
appliquées  aux  divers  points  du  levier  doivent 
se  réduire  aux  mêmes  forces,  mais  réunies 
parallèlement  à  elles-mêmes  au  point  d appui; 
et ,  par  conséquent ,  on  peut  exprimer  la  loi 
générale  de  l'équilibre  du  levier  en  disant 
que  les  forces  appliquées  doivent  avoir  une 
résultante  unique  qui  passe  par  le  point  fixe  : 
proposition  qui  paraît  assez  évidente  d^elle- 
méme,  et  dont  on  part  ordinairement  comme 
d'un  axiome  pour  arriver  aux  conditions  pré- 
cédentes (116  à  118). 

177.  Jusqu'ici  nous  avons  fait  abstraction 
de  la  pesanteur  du  levier.  Si  Ton  veut  y  avoir 
égard ,  il  faudra  considérer  le  poids  de  la  verge 
comme  une  nouvelle  force  appliquée  en  son 
centre  de  gravité,  suivant  une  direction  verti- 
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cale;  et  Ion  combinera  cette  force  avec  le» 
autres ,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  ci-dessus  y 
comme  si  le  levier  était  sans  pesanteur.  Ainsi,  Ton 
voit  que ,  dans  le  cas,  par  exemple,  où  toutes 
les  forces  et  la  direction  du  poids  du  levier  se 
trouvent  dans  un  même  plan  avec  Fappui ,  c'est 
la  somme  de  tous  les  moments ,  en  y  comprenant 
celui  du  poids ,  qui  doit  être  égale  à  zéro  pour 
Téquilibre. 

Donc ,  si  l'on  veut  employer  un  levier  dont 
le  poids  n  entre  pour  rien  dans  Féquilibre  des 
forces,  on  n'aura  qu'à  le  placer  de  telle  sorte, 
que  la  verticale  abaissée  de  son  centre  de  gra- 
vité tombe  au^^point  d'appui  :  alors,  le  moment 
du  poids  étant  nul  de  lui-même ,  on  n  aura  plus 
à  considérer  que  les  moments  des  forces  appli- 
quées. 

178.  On  a  supposé  que  le  point  F  du  levier 
était  arrêté  dans  tous  les  sens ,  de  manière  que 
le  levier  ne  pût  avoir  qu  un  mouvement  de  rota- 
tion autour  de  ce  point  fixe.  Pour  se  procurer 
un  tel  point  au  dedans  d'un  corps,  on  le  tra- 
verse ordinairement  par  un  essieu  ou  cylindre 
inflexible ,  d'un  diamètre  quelconque  ;  et  lors- 
que le  corps  tourne  autour  de  ce  cylindre ,  il  est 
absolument  dans  le  même  cas  que  s'il  tournait 
autour  de  son  axe  considéré  comme  une  droite 
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fixe;  et  tous  les  points  dune  même  section 
plane  qui  est  faite  perpendiculairement  à  l'axe  , 
et  dont  il  résulte  un  cercle  dans  le  cylindre, 
sont  dans  le  même  cas  que  s'ils  tournaient  autour 
du  centre  de  ce  cercle. 

A  la  vérité,  dans  la  disposition  précédente, 
le  levier  n  a  pas  la  liberté  de  pirouetter  en 
tous  sens  autour  du  point  fixe;  mais  lorsque  les 
forces  qu'on  y  suppose  appliquées  sont  toutes 
dans  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  autour  du- 
quel il  peut  tourner,  les  lois  de  1  équilibre  y 
sont  parfaitement  les  mêmes.  Au  reste,  on  pour- 
rait placer  dans  la  verge  une  sphère  fixe  qui 
la  touchât  au  moins  en  quatre  points ,  de  ma- 
•  nière  que  ces  quatre  points  fussent  comme  les 
points  de  contact  d'une  pyramide  circonscrite 
à  sa  surface  :  le  levier  alors,  en  tournant  autour 
de  cette  sphère,  pourrait  être  considéré  comme 
s'il  tournait  autour  de  son  centre. 

Mais  le  plus  souvent  le  levier  ne  fait  que 
poser  sur  l'appui  fixe ,  comme  on  le  woïifig.  46, 
47,  48-  Alors  les  conditions  données  plus  haut 
ne  suffisent  plus  pour  l'équilibre,  abstraction 
faite  du  frottement.  Il  faut  non-seulement  que 
les  forces  appliquées  aient  une  résultante  unique 
qui  passe  au  point  d'appui,  mais  encore  que 
la  direction  de  cette  résultante  soit  normale 
à  la  surface  de  contact  du  levier  avec  l'appui  : 
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car  si  elle  tombe  obliquement  sur  le  plan  tan- 
gent à  cette  surface ,  on  pourra  la  décomposer 
en  deux  autres,  l'une  perpendiculaire ,  et  l'autre 
parallèle  à  ce  plan.  La  première  sera  détruite; 
mais  la  seconde  obtiendra  son  effet,  et  fera 
glisser  le  levier  sur  lappui,  comme  on  le  verra 
à  l'article  du  plan  incliné. 

De  la  Balance. 

179.  La  balance  ordinaire  est  un  levier  du 
premier  genre,  aux  extrémités  duquel  sont  sus- 
pendus par  des  cordons  deux  bassins  destinés 
à  recevoir  les  corps  dont  on  veut  comparer  les 
poids.  On  dispose  ordinairement  cette  machine 
de  manière  que  son  centre  de  gravité  passe  par 
Fiîï-  5i.  la  verticale  menée  par  le  pointdappuiF^yîgr.  5i) 
et  que  les  bras  du  levier  FA  et  FB  soient  par- 
faitement égaux  :  alors  on  est  sûr  que  deux 
corps  graves  qui  se  font  équilibre  dans  les  bas- 
sins ont  des  poids  parfaitement  égaux ,  et ,  par 
conséquent,  renferment  des  quantités  égales  de 
matière.  Ainsi,  en  prenant  le  poids  d'un  corps 
pour  unité,  on  évaluera  les  masses  respectives 
des  différents  corps  en  cherchant  à  combien 
d'unités  de  poids  ils  font  équilibre. 

Pour  qu'une  balance  soit  juste,  il  faut  donc  , 
en  premier  lieu,  que  son  centre    de   gravité 
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tombe  dans  la  verticale  menée  par  le  point 
d'appui. 

C'est  ce  que  Ton  vérifie  sur-le-champ ,  en 
examinant  si  la  balance  est  en  équilibre  d'elle- 
même  5  c'est-à-dire  lorsque  les  bassins  sont 
vides;  et  si  cela  n'a  pas  lieu,  on  rectifie  aisé- 
ment la  balance  à  cet  éjjard,  en  attachant  à 
Fun  des  bassins  ou  des  bras  de  levier  un  poids 
convenable  qui  rétablisse  Féquilibre. 

U  faut,  en  second  lieu,  que  le  point  d'appui 
divise  le  levier  ou  lejléau  en  deux  parties  par- 
faitement égales  ;  et  cette  seconde  condition  est 
la  plus  importante. 

Pour  voir  si  elle  a  lieu ,  on  n'a  qu'à  mettre 
deux  corps  en  équilibre  dans  les  bassins ,  et  les 
changer  ensuite  de  place.  Si  les  bras  de  levier 
sont  égaux,  l'équilibre  doit  subsister  encore; 
car  les  poids  qui  se  sont  fait  équilibre  sont 
égaux  aussi ,  et  il  doit  être  indifférent  de  les 
changer  de  bassins. 

Mais  si  les  bras  de  levier  sont  inégaux  ,. 
l'équilibre  sera  détruit;  car  les  poids  qui  se  sont 
fait  équilibre  sont  en  raison  inverse  de  ces  bras 
de  levier  ;  or,  en  les  changeant  de  place,  le  plus 
grand  poids  agira  à  l'extrémité  du  bras  de  le- 
vier le  plus  long,  et,  par  cette  double  raison, 
entraînera  nécessairement  l'autre. 

La  balance  alors  sera  fausse ,  et  l'on  ne  pourra 
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la  rectifier  qu'en  changeant  le  point  d  appui  ou 
le  point  de  suspension  de  Tun  des  bassins. 

On  pourra  néanmoins  s'en  servir ,  et  con- 
naître par  deux  épreuves  le  poids  véritable 
du  corps. 

Car,  soient  P  le  poids  inconnu  du  corps ,  x 
et  j  les  deux  bras  de  la  balance,  et  supposons 
que  le  poids  P,  placé  dans  le  bassin  qui  répond 
au  premier  bras  de  levier  x,  fasse  équilibre  à 
un  poids  connu  A  placé  dans  l'autre  bassin; 
on  aura 

Vx  =  Aj, 

Mettons  actuellement  le  poids  P  dans  le  bassin 
qui  répond  au  bras  de  lev^pr  j*,  et  supposons 
qu'il  fasse  équilibre  à  un  poids  connu  B  placé 
dans  lautre;  on  aura 

P;^  =  B:c. 

Multipliant  ces  deux  équations  membre  à  mem- 
bre, il  vient 

P2  =  AB ,     d'où     P  =  v/ÂB  ; 

c'est-à-dire  que  le  poids  du  corps  est  moyen 
proportionnel  géométrique  entre  les  deux  poids 
.     auquel   il  fait  alternativement   équilibre    dans 
les  deux  bassins  de  la  balance. 
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De  la  Romaine. 

180.  La  balance  romaine  est  aussi  un  levier 
droit  du  premier  genre  ,  mais  dont  les  bras  FÂ, 
FB  (fig.  Sa)  sont  inégaux.  Fig.  5a. 

A  l'extrémité  A  du  bras  le  plus  court ,  on 
suspend  le  corps  dont  on  veut  trouver  le  poids 
Q;  on  rattache  par  un  crochet,  ou  bien  on  le 
pose  dans  un  bassin  qui  est  suspendu  librement 
au  point  A ,  comme  dans  la  balance  ordinaire. 
Sur  lautre  bras  FB  de  la  romaine  est  un  poids 
connu  p,  mobile  au  moyen  d'un  auneaule  long 
de  ce  bras;  de  sorte  quen  le  faisant  glisser  à 
une  distance  convenable  FI  de  Tappui  F,  il  fait 
équilibre  au  poids  du  corps  qui  agit  de  l'autre 
côté. 

Si  donc,  à  chaque  point  I  du  bras  FB,  on 
marquait  en  nombres  le  rapport  des  deux  forces 
Q  et  p  qui  se  font  équilibre,  on  aurait  un  in- 
strument fort  commode  pour  peser  les  diffé- 
rents corps  à  l'aide  d  un  même  poids  p  qui 
servirait  d  unité.  Il  suffirait,  dans  chaque  cas, 
de  chercher  le  point  I  où  il  faut  amener  le  poids 
mobile  p  pour  contre-balancer  le  poids  Q,  et 
Ton  trouverait  marqué  en  ce  point  le  rapport 
de  Q  à  p  :  ce  qui  est  précisément  le  poids  cher- 
ché du  corps. 
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•  Lorsque  la  romaine  est  tellement  construite , 
que  le  centre  de  gravité  de  tdute  la  machine , 
c'est-à-dire  du  fléau  et  du  bassin,  tombe  pré- 
cisément sur  le  point  d'appui  F^  la  loi  de  Té- 
quilibre  entre  les  deux  forces  appliquées  est  la 
même  que  si  le  levier  AC  était  sans  pesanteur. 
Ainsi ,  le  rapport  de  Q  à  p  est  égal  à  celui  des 
deux  bras  FI  et  FA,  et,  dans  ce  cas,  il  est  bien 
facile  de  construire  une  romaine,  c'est-à-dire 
d  en  marquer  les  différentes  divisions. 

Mais  si  le  centre  de  gravité  de  la  machine 
tombe  à  droite  ou  à  gauche  de  l'appui ,  le  rap- 
port de  Q  à  p  n'est  plus  celui  des  bras  de  levier 
IF  et  AF;  il  doit  être  aqgmenté  ou  diminué 
d'une  certaine  quantité  qui  dépend  du  poids 

V  de  la  machine ,  et  de  la  distance  de  ce  poids 

V  à  lappui  :  ainsi,  les  divisions  de  la  romaine 
doivent  être  changées.  Mais  on  sent,  par  ce 
que  je  viens  de  dire^  que  ces  divisions  seront 
encore  distribuées  de  la  même  manière;  seule- 
ment le  point  de  départ,  c est-à-dire  le  point 
où  Ton  doit  compter  zéro  pour  le  poids  Q,  ne 
sera  plus  en  F  sur  l'appui,  mais  il  devra  être 

Fijj.  53.  avancé  ou  reculé  en  O  {Jig.  53),  d'une  cer- 
taine quantité  FO,  qu'il  est  bien  facile  de  dé- 
terminer. 

181.  Mais  sans  connaître  ni  le  poids  ni  le 


DE   STATIQUE.  ^55    " 

centre  de  gravité  de  la  romaine,  ou  peut  en 
marquer  exactement  les  divisions  de  la  manière 
suivante,  que  la  théorie  des  couples  rend  la 
plus  naturelle  et  ia  plus  facile  à  retenir. 

*Je  suppose  d abord  le  bassin  vide,  ou  le 
poids  Q  nul,  et  je  fais  avancer  le  poids  mobile 
p  jusqu'en  un  point  O ,  qui  se  peut  trouver  à 
gauche  ou  à  droite  de  Tappui,  mais  qui  est 
tel,  que  le  fléau  AB  devienne  horizontal.  Dans 
cet  état,  le  centre  de  gravité  de  tout  le  sys- 
tème, en  y  comprenant  le  poids  mobile  /;,  passe 
'  an  point  F,  et  le  poids  de  toute  la  machine  est 
détruit.  Cest  donc  au  point  O  qu'il  faudra  mar- 
quer zéro ,  puisque  alors  le  poids  Q  est  tout  à 
fait  nul. 

Actuellement,  je  suppose  que,  dans  le  bassin 
vide  on  mette  un  poids  p'  =  p^il  est  clair  que 
1  équilibre  sera  rompu ,  mais  que  si  Ton  éloi- 
gne le  poids  mobile  d'une  quantité  convenable, 
l'équilibre  sera  rétabli.  Ainsi,  quand  d'un  côté 
on  ajoute  au  poids,  de  l'autre  côté  il  faut  cher- 
cher ce  qu'on  doit  ajouter  au  bras  de  levier 
pour  maintenir  l'équilibre.  Or,  qu'on  imagine 
la  force  p'  transportée  parallèlement  à  elle- 
même  du  point  A  au  point  d'appui  F,  elle  y 
sera  détruite,  et  il  ne  restera  qu'un  couple 
^pf^  —  p')^  appliqué  sur  FA  =  r,  et  dont  le 
moment  est  p'r.  Ainsi,  le  poids  p'  qu^on  met 
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dans  le  bassin  vide  ajoute  de  ce  côté  de  la  ro- 
maine un  couple  ou  moment  pr  :  il  faut  donc 
ajouter  de  l'autre  côté  un  couple  égal  et  con- 
traire {—  p^-h p)  qui  ait  un  même  bras  de 
levier  r.  Or  qu'on  place  ce  couple,  ce  qui  est 
permis,  sur  la  ligne  OH  =  r  :  alors  la  force 
—  p  détruit  son  égale  et  contraire  p^  et  il  ne 
reste  que  4-  p,  qui  n'est  en  quelque  sorte  que 
le  poids  mobile  p  qu'on  aurait  éloigné  de  la 
quantité  OH  =  r.  On  voit  donc  que,  pour 
chaque  poids  p  qu'on  ajouterait  dans  le  bassin, 
il  faudrait  éloigner  le  poids  mobile  de  la  lon- 
gueur constante  r  du  petit  bras  de  la  romaine; 
et  si  l'on  ajoutait  une  fraction  quelconque  de  p, 
il  est  évident,  par  la  même  démonstration,  qu'il 
faudrait  éloigner  le  poids  mobile  d'une  même 
fraction  de  r. 

Donc ,  à  partir  du  pointa  déterminé  ci-des- 
sus, il  faudra  porter  des  parties  égales  à  r,  et 
marquer  en  ces  points  de  division,  o,  i,  2,  3, 
4 ,  5,  etc.  Et  si  Ton  veut  marquer  des  fractions 
intermédiaires,  des  dixièmes,  des  centièmes, 
par  exemple ,  on  aura  un  instrument  qui  pourra 
servir  pour  évaluer  le  poids  des  corps  à  ces  dé- 
cimales près  du  poids  connu  p. 

On  voit  que  la  balance  romaine  peut  être 
utile  en  beaucoup  de  rencontres  où  la  balance 
ordinaire    ne    serait    d'aucun    usage,    puisque 
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€eUe-ci  exige  différents  poids  pour  peser  les 
différents  corps,  tandis  que  la  romaine  n'en 
exige  qu'un  seul. 

Elle  a  encore  cet  avantage,  que  le  point 
d'appui  ou  de  suspension  y  est  moins  fatigué 
par  la  charge  ou  la  pression  des  corps  que  Ion 
pèse,  cardans  la  balance  ordinaire  cette  pres- 
sion est  double  du  poids  du  corps,  ou  aQ;  au 
lieu  que  dans  la  romaine  elle  est  simplement 
Q-+-^,  ou  seulement  Q,  c'est-à-dire  la  moitié 
de  la  précédente ,  si  Ton  veut  regarder  le  poids  p 
comme  faisant  lui-même  partie  du  poids  total 
de  la  machine. 

On  peut  varier  cette  balance  de  différentes 
manières,  en  rendant  mobile,  au  lieu  du  poids 
p,  le  poids  Q  du  corps  qu'il  s'agit  de  peser,  ou 
bien  le  point  de  suspension  du  fléau  AB,  ce  qui 
donnerait  lieu  à  différentes  constructions  ;  mais 
le  principe  en  est  toujours  le  même,  et  il  est 
inutile  de  s'y  arrêter. 

Du  Peson. 

182.  On  peut  encore,  pour  évaluer  les  poids, 
employer  un  levier  coudé  kCB  [Jig.  54)  mo- F>g.  54. 
bile  autour  du  point  fixe  C  ,  et  dont  les  brasCA, 
CB  font  entre  eux  un  angle  droit  ACB;  et  c'est 
cette  espèce  de  balance  qu'on  appelle  le  peson, 
Statiqub  p.  i^ 
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Je  suppose,  pour  plus  de  simplicité,  que  le 
bras  C6 ,  au  bout  duquel  le  corps  est  suspendu, 
soit  continué  de  l'autre  côté  de  lappui  d'une 
longueur  égale  CB';  de  manière  que  le  centre 
de  gravité  de  cette  branche  BB'  tombe  préci- 
sément au  point  C  qui  en  est  le  milieu.  Alors  le 
poids  du  bras  CB  se  trouve  détruit  dans  toutes 
les  positions  du  levier  coudé  autour  du  point 
fixe,  et  l'on  peut  se  dispenser  d'y  avoir  égard. 
Mais ,  pour  l'autre  bras  CA ,  son  propre  poids 
contribuera,  avec  celui  qu'on  pourrait  y  atta- 
cher d'ailleurs ,  à  contre*balancer  le  poids  du 
corps.  Le  plus  souvent  même,  ce  bras  ou  cette 
aiguille  est  d'une  matière  assez  pesante  pour 
que  la  force  p  qui  en  résulte  en  son  centre  de 
gravité  G  fasse  toute  seule  l'office  du  contre- 
poids. Au  reste,  je  supposerai  que  p  représente 
le  poids  total  de  l'aiguille  et  des  corps  qui 
pourraient  y  être  attachés,  et  quB  le  commun 
centre  de  gravité  soit  en  G,  à  la  distance  CG 
de  l'appui. 

Cela  posé,  le  peson  étant  libre,  l'aiguille 
CA  tombant  dans  la  verticale  CO,  et  le  bras 
CB  étant  horizontal,  je  suspends  en  B  un 
corps  dont  le  poids  est  Q;  le  bras  CB  s'a- 
baisse vers  la  verticale,  et  l'autre  CA  s'élève: 
ainsi  la  distance  BH  de  la  force  Q  à  l'appui 
diminue,  et  la  dislance  GI  de  l'autre  force  p, 
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au  même  point,  augmente;  de  sorte  que  le 
levier  coudé ,  pour  se  mettre  en  équilibre , 
doit  prendre  une  position  où  les  moments 
Q  X  BH  et  p  X  GI  soient  égaux  de  part  et 
dautre. 

Or,  soient  f  l'angle  ACO  que  fait  laiguille 
avec  la  verticale,  R  la  distance  CG  de  son 
centre  de  gravité  à  l'appui,  et  r  la  longueur  du 
bras  GB  où  le  corps  est  suspendu.  Gomme  on 
a  GI  =  R  sin  y,  et  BH  =  r  cos  y ,  1  équation  de 
Téquilibre  devient  p .  R  sin  y  =  Q .  r  cos  ç?  ;  ce 
qui  donne 

d'où  il  résulte  (puisque  les  trois  quantités  p ,  R 
et  r  demeurent  invariables)  que  la  tangente  de 
l'inclinaison  tp  de  l'aiguille  croît  précisément  en 
proportion  du  poids  Q  du  corps. 

Si  donc  on  adapte  au  peson  un  quart  de 
cercle  COAM,  qui  représente  le  secteur  que 
l'aiguille  peut  parcourir  depuis  la  verticale 
(X)  jusqu'à  rborizontale  GM,  il  est  bien  fa- 
cile de  marquer  aux  différents  points  de  cet 
arc  les  nombres  qui  répondent  aux  différents 
poids. 

En  effet,  qu'on  mène  la  tangente  indéfinie 
OT,  et  qu'on  suspende  d'abord  en  B  lé  poids 
que  l'on  veut  prendre  pour  l'unité,  ce  poids 

17.. 
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fera  monter  raiguille  d'un  certain  arc  AO;  et 
la  direction  de  cette  aiguille  étant  prolongée 
jusqu'à  sa  rencontre  en  a,  avec  la  ligne  OT, 
la  partie  Oa  représentera  la  tangente  de  cet 
arc  qui  répond  à  Tunité  de  poids.  Ainsi,  il  ny 
aura  qu  à  porter  sur  la  ligne  OT,  à  partir  du 
point  O,  des  parties  égales  à  Oa,  et,  par  les 
points  de  division,  tirant  des  lignes  au  centre  G, 
on  aura ,  sur  le  quart  de  icercle ,  les  points  cor- 
respondants où  il  faudra  marquer  les  nombres 
o,  I,  2,  3,4»  etc.;  et,  si  l'on  veut  subdiviser 
chaque  partie  de  OT  en  fractions,  on  aura ,  par 
la  même  construction,  les  points  de  lare  où  il 
faut  marquer  les  mêmes  fractions  du  poids  que 
Ton  a  pris  pour  l'unité. 

185.  Quelque  petit  que  soit  le  poids  p  de 
laiguille ,  on  voit  par  la  proportion  Q  :  p  :  : 
R  tang  <p  :  r,  que  ce  poids  p  suffit  toujours 
pour  contre- balancer  un  poids  Q  aussi  grand 
qu'on  le  voudra  :  car  la  tangente  de  ç  peut 
devenir  plus  grande  que  toute  quantité  donnée. 
Ainsi,  le  peson  est  d'un  usage  bien  plus  étendu 
que  la  romaine ,  et ,  sous  un  petit  appareil ,  cette 
machine  peut  servir  à  peser  les  corps  les  plus 
considérables. 

Mais  si  la  tangente  de  l'arc  (p  augmente  par 
degrés  égaux  avec  le  poids  Q  du  corps,  l'arc 
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lui-même  n'augmente  que  par  degrés  inégaux 
qui  diminuent  sans  cesse,  et  les  divisions  su- 
périeures du  peson  deviennent  de  moins  en 
moins  sensibles  pour  les  mêmes  accroissejnents 
de  poids.  Par  conséquent ,  si  l'on  veut  que  la 
machine  marque  plus  nettement  ces  diffé- 
rences, il  ne  faut  pas  que  le  poids  de  l'aiguille 
soit  trop  petit.  Aussi ,  pour  peser  de  lourds 
fardeaux,  on  charge  Taiguille  d'un  certain 
poids,  ce  qui  lui  permet  de  rester  dans  la  par- 
tie moyenne  du  quart  de  cercle,  où  les  inéga- 
lités de  poids  sont  marqués  d  une  manière  plus 
sensible. 

De  la  Poulie, 

I8i.   L'équilibre  de  la  poulie   se  rapporte 
naturellement  à  celui  du  levier. 

La  poulie  est  une  roue  circulaire  ABR 
{fig.  55),  mobile  dans  une  chape  CN ,  autour  Fig.  55. 
d'un  axe  C.  Une  partie  AB  de  sa  circonfé- 
rence est  enveloppée  par  une  corde  PABQ 
dont  les  deux  extrémités  sont  tirées  par  deux 
forces  F  et  Q.  Si  l'on  mène  les  deux  rayons 
CA  et  CB  aux  deux  points  extrêmes  de  contact , 
on  peut  regarder  les  deux  forces  P  et  Q  comme 
appliquées  aux  extrémités  d'un  levier  coudé 
ACB ,  dont  les  deux  bras   sont   parfaitement 
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égaux;  et,  par  conséquent ,  il  faut ,  pour  l'équi- 
libre, que  les  deux  forces  P  et  Q  soient  parfai- 
tement égales. 

Pour  la  charge  du  centre  C  de  la  poulie, 
elle  est  la  même  (171)  que  si  les  deux  forces 
P  et  Q  s'y  transportaient  parallèlement  à  leurs 
directions,  en  P'  et  Q'.  Ainsi,  en  achevant 
sur  les  deux  lignes  CP'  et  CQ',  qui  représen- 
tent leurs  grandeurs,  le  losange  P'GQ'R,  la 
diagonale  CR  représentera  la  charge  R  du 
point  G. 

Mais  si  Ton  joint  AB,  on  formera  un  triangle 
isocèle  ACB,  semblable  au  triangle  P'GR,  et, 
par  conséquent,  on  aura  , 

P'    ou    P  :  R  :  :  AG  :  AB. 

C'est-à-dire  que  Iwie  des  deux  forces  P  et  Q 
appliquées  à  la  corde  est  à  la  charge  que  supporte 
l*axe  de  la  poulie  comme  le  rayon  de  la  poulie  est 
à  la  sous  -  tendante  de  l'arc  embrassé  par  la 
corde. 

185.  Supposons  que  Taxe,  au  lieu  d'être  fixe, 
soit  retenu  par  une  force  égale  et  contraire  à  la 
pression  qu'il  éprouve ,  et  que  l'extrémité  du 
t  i(ï-  56.  cordon  AF  [Jig.  56  ) ,  au  lieu  d'être  tirée  par  la 
force  P,  soit  invariablement  attachée  à  un  point 
Çxe  F  ;  l'équilibre  de  la  poulie  ne  sera  point 
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troublé  I  et  le  cordon  demeurera  toujours  tendu 
de  la  même  manière. 

La  puissance  Q  sera  donc  à  la  force  qui  re- 
tient le  centre  de  la  poulie  dans  le  même  rap- 
port que  ci-dessus. 

Ainsi,  en  considérant  un  poids  P  attaché  à  la 
chape  CN  par  un  cordon  dirigé  vers  le  centre 
de  la  poulie,  on  aurait:  la  puissance  Q,  qui  tend 
à  faire  monter  le  poids ,  est  à  ce  poids  comme  le 
rayon  de  la  poulie  est  à  la  sous-tendante  de  tare 
embrassé  par  la  corde. 

Lorsque  lare  est  égal  au  tiers  de  la  demi- 
circonférence ,  la  sous-teudante  AB  est  égale 
au  rayon ,  et  la  puissance  est  égale  à  la  résis- 
tance. 

Lorsque  les  deux  parties  de  la  corde  sont 
parallèles  ,  la  sous-tendante  AB  {fig.  67)  est  fïq.  57. 
double  du  rayon ,  et  la  puissance  n'est  que  la 
moitié  de  la  résistance.  C'est  le  cas  le  plus  favo- 
rable à  la  puissance,  puisque  le  diamètre  est  la 
plus  grande  corde  du  cercle. 

DU   TOUR. 

186.  Le  tour  en  général  est,  comme  nous  Ta- 
vous  dit,  un  corps  solide  de  figure  quelconque, 
qui  n  a  que  la  liberté  de  tourner  autour  d'un 
axe  fixe. 
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Mais  ce  que  Ton  nomme  tour  ou  treuil  dans 
les  arts  est  ud  cylindre  aux  bases  duquel  on 
adapte  ordinairement  deux  autres  cylindres  de 
même  axe,  mais  dun  diamètre  plus  petit,  et 
que  Ton  nomme  tourillons.  Ces  tourillons  re- 
Fig.  58.  posent  sur  deux  appuis  fixes  F  et  H  {fig.  58) , 
et  le  cylindre ,  eu  tournant  sur  ces  tourillons , 
est  absolument  dans  le  même  cas  que  s'il  tour- 
nait autour  de  son  axe,  considéré  comme  une 
li^ne  fixe. 

La  résistance  que  Ton  se  propose  de  vaincre, 
ou  le  poids  Q  que  Ton  veut  élever,  est  appli- 
quée à  une  corde  qui  s  enroule  autour  du  cylin- 
dre ,  tandis  qu'une  puissance  P  le  fait  tourner , 
soit  en  agissant  par  une  corde  GP  tangentielle- 
ment  à  une  roue  (CB)  perpendiculaire  à  l'axe 
de  ce  cylindre  et  solidement  liée  avec  lui-,  soit 
en  agissant  àTexlrémitéd^une  barre  qui  traverse 
le  cylindre  à  angle  droit ,  soit  au  moyen  d'une 
manivelle,  etc.,  etc. 

Les  dénominations  du  tour  varient  suivant 
l'objet  auquel  on  le  destine  et  suivant  sa  posi- 
tion. On  le  nomme  ordinairement  tour  ou 
treuil  lorsque  Taxe  du  cylindre  est  horizontal , 
et  cabestan  lorsque  Taxe  est  vertical  et  qu'on 
se  sert  de  barres  pour  y  appliquer  la  puissance. 
Mais  quels  que  soient  lobjet  et  la  position  de 
cette  machine,  et.de  quelque  manière  qu'on 
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lui  commuDique  le  mouvcmeDt,  les  conditions 
de  1  équilibre  y  sont  toujours  les  mêmes.  Ainsi , 
nous  la  considérerons  ,  pour  plus  de  simpli- 
cité, sous  le  premier  aspect.  Nous  supposerons 
que  Taxe  AB  du  cylindre  soit  horizontal ,  et ,  par 
conséquent ,  le  plan  de  la  roue  vertical  ;  que 
la  puissance  P  agisse  suivant  une  direction  tan- 
gente en  un  point  donné  C  à  la  circonférence 
de  la  roue,  et  que  la  résistance  Q  agisse  dans  un 
plan  parallèle  à  celui  de  la  roue,  suivant  une 
direction  verticale  tangente  à  la  surface  du 
cylindre,  ou  plutôt  à  la  circonférence  de  la 
section  circulaire  DIO  faite  dans  ce  cylindre  au 
point  D  de  contact. 

Il  s'agit  de  déterminer  d  abord  le  rapport  de 
la  puissance  à  la  résistance  dans  le  cas  de  l'é- 
quilibre, et  en  second  lieu  les  pressions  qu'é- 
prouvent les  appuis  F  et  H  qui  soutiennent  les 
tourillons. 

Soient  B  le  centre  de  la  roue ,  A  celui  de  la 
section  DIO.  Menez  les  rayons  GB  et  DA  qui 
seront  perpendiculaires  aux  forces  respectives 
PetQ. 

Je  transporte  la  force  Q  parallèlement  à 
elle-même  du  point  D  au  point  A.  Il  en  naît 
une  force  Q'  égale,  parallèle  à  Q  et  de  même 
sens,  appliquée  en  A.  et  un  couple  (Q,  —  Q) 
qui  a   pour  bras  de  levier  le  rayon    DA    du 
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cylindre.  Je  transporte  de  même  la  puissance  P 
de  C  en  B  ;  il  en  naît  une  force  P'  égale,  paral- 
lèle et  de  même  sens,  appliquée  enB,  et  un 
couple  (P,  —  P)  qui  a  pour  bras  de  levier  le 
rayon  CE  de  la  roue. 

Les  deux  forces  P'  et  Q',  étant  appliqqées 
aux  deux  points  A  et  B  qui  appartiennent  à  Taxe 
fixe  du  cylindre  ,  sont  évidemment  détruites  par 
sa  résistance. 

Mais  les  deux  couples  (P,  —  P)  et  (Q,  —  Q) 
doivent  se  faire  équilibre  d'eux-mêmes;  car, 
si  Ion  transporte,  pour  plus  de  clarté,  le  cou- 
ple (Q,  —  Q)  dans  le  plan  du  couple  (P,  —  P), 
ce  qui  est  permis,  on  voit  que  ces  deux  cou- 
pies  se  composent  en  un  seul  qui  ne  peut  ja- 
mais être  en  équilibre  autour  du  centre  B  de 
la  roue.  Le  couple  résultant  doit  donc  être 
nul  de  lui-même  ,  et,  par  conséquent,  les  deux 
couples  contraires  (P,  — P)  et  (Q,  — -Q) 
doivent  êlre  équivalents.  Ainsi,  leurs  moments 
P  X  CB  et  Q  X  DA  doivent  être  égaux ,  et  Ton  a 

P  :Q::DA:CB. 

C'est-à-dire  que,  pour  i équilibre  du  tour , 
il  faut  que  la  puissance  soit  à  la  résistance 
comme  le  rayon  du  cylindre  est  au  rayon  de  la 
roue» 
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Des  pressions  exercées  sur  les  appuis. 

187.  Les  deux  couples  (P,  ~  P)  et  (Q  ~  Q) 
étant  en  équilibre  d'eux-mêmes,  il  n'y  a  que 
les  deux  forces  P'  et  Q'  qui  puissent  charger 
Taxe  fixe ,  et,  par  conséquent,  les  appuis  :  d'où 
l'on  voit  d'abord  que  la  pression  exercée  par  les 
forces  V  et  Q  appliquées  au  treuil  est  absolument 
la  même  que  si  ces  forces  étaient  transportées  sur 
taxe  y  parallèlement  à  elles-mêmes ,  dans  leurs  plans 
perpendiculaires  à  cet  axe. 

Pour  obtenir  les  pressions  individuelles  des 
appuis  F  et  H,  on  décomposera  la  force  Q'  en 
deux  autres  parallèles  q  et  q\  appliquées  aux 
points  respectifs  F  et  H  ;  et  de  même  la  force 
F  en  deux  autres  parallèles  p  et  p',  appliquées 
aux  mêmes  points.  La  résultante  des  deux  forces 
p  et  q  exprimera  en  grandeur  et  en  direction  la 
pression  de  l'appui  F  ;  et  la  résultante  des  deux 
forces  p'  et  q'  celle  de  l'appui  H, 

Nous  avons  fait  abstraction  de  la  pesanteur 
du  treuil.  Ordinairement  le  corps  de  cette  ma- 
chine est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  fixe ,  et 
son  centre  de  gravité  tombe  sur  l'un  des  points 
de  l'axe  lui-même.  Alors  le  poids  du  treuil  ne 
trouble  point  la  proportion  établie  ci-dessus 
entre  la  puissance  et  la  résistance,  mais  il  change 
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les  pressions  exercées  sur  les  appuis.  Pour  con- 
naître les  valeurs  réelles  de  ces  pressions,  on 
considérera  tout  le  poids  du  treuil  comme  une 
force  verticale  V  appliquée  en  son  centre  de 
gravité  G;  et  si  l'on  décompose  cette  force  en 
deux  autres  parallèles  g  etg\  appliquées  aux 
points  F  et  H ,  la  résultante  des  trois  forces  p , 
q  et  g  exprimera  la  charge  réelle  de  Tappui  F , 
et  la  résultante  des  trois  forces^',  q'  et  g\  celle 
de  l'appui  H  ;  de  sorte  que  l'on  saura  de  quelles 
résistances  les  deux  points  d'appui  doivent  être 
au  moins  capables,  pour  n'être  pas  entraînés 
par  les  efforts  combinés  des  deux  forces  P  et  Q , 
et  du  poids  V  de  la  machine. 

• 
188.  On  a  supposé  que  les  cordes  DQ  ,  CP 
étaient  infiniment  déliées  ;  mais  les  cordes  sont 
ordinairement  d'un  diamètre  fini ,  ce  qui  change 
sensiblement  le  rapport  que  nous  avons  établi 
entre  la  puissance  et  la  résistance.  En  effet  ^  les 
forces  P  et  Q ,  que  Ton  peut  regarder  comme 
agissant  suivant  les  axes  des  cordons  ,  ont  leurs 
bras  de  levier  respectifs  augmentés  des  demi- 
diamètres  de  ces  cordons".  On  n'a  donc  pas 
alors  :  la  puissance  est  à  la  résistance  comme 
le  rayon  du  cylindre  est  au  rayon  de  la  roue  ; 
mais  bien ,  la  puissance  P  est  à  la  résistance  Q 
comme  le  rayon  du  cjlindre  augmenté  du  rajon 
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de  la  corde  DQ,  est  au  rajon  de  la  roue  aug- 
mente  du  rajon  de  la  corde  CP. 

Si  les  rayons  des  cordes  DQ  et  CP  sont  pro- 
portionnels aux  rayons  du  cylindre  et  de  la 
roue ,  cette  proportion  revient  à  la  première , 
comme  si  les  cordes  étaient  des  fils  infiniment 
petits,  appliqués  tangentiellement  à  la  roue  et 
au  cylindre. 

189.  Si  Ion  veut  considérer  actuellement  un 
tour  sollicité  par  tant  de  forces  que  l'on  voudra, 
situées  dans  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe, 
on  verra,  comme  ci-dessus,  qu'en  transfor- 
mant chaque  force  en  une  autre  égale,  paral- 
lèle et  de  même  sens,  appliquée  sur  l'axe,  et 
en  un  couple  qui  aura  pour  bras  de  levier  la 
distance  de  la  force  à  l'axe ,  toutes  les  forces 
transportées  sur  l'axe  seront  toujours  détruites 
par  sa  résistance,  mais  que  tous  les  couples  de- 
vront se  réduire  à  un  couple  nul  de  lui-même 
pour  l'équilibre.  Or,  tous  ces  couples  étant 
dans  des  plans  parallèles,  le  couple  résultant 
sera  égal  à  leur  somme,  et,  par  conséquent,  il 
faudra,  pour  l'équilibre,  que  la  somme  des  mo- 
ments des  forces  par  rapport  à  Taxe  soit  égale 
à  zéro ,  en  prenant  avec  des  signes  contraires 
les  moments  des  forces  qui  tendent  à  faire 
tourner  en  sens  contraires. 
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Pour  les  pressions  exercées  sur  Taxe  fixe, 
elles  seront  évidemment  les  mêmes  que  si  toutes 
les  forces  appliquées  sy  étaient  transportées 
parallèlement  à  elles-mêmes,  sans  sortir  de 
leurs  plans  perpendiculaires  à  cette  ligne. 

Lorsque  les  forces  appliquées  au  treuil  sont 
dirigées  dans  des  plans  quelconques,  on  peut 
décomposer  chacune  d'elles  en  deux  autres, 
lune  parallèle,  lautre  perpendiculaire  à  la  di- 
rection de  Taxe  fixe.  Mais,  les  forces  parallèles 
étant  transportées  dans  Taxe,  leur  résultante  est 
détruite  par  la  résistance  longitudinale  de  cet 
axe,  et  leur  couple  résultant,  qui  passe  par  le 
même  axe,  est  détruit  par  sa  résistance  trans- 
versale. Il  ne  reste  donc  à  considérer,  pour  l'é- 
quilibre du  treuil ,  que  le  groupe  des  forces  qui 
sont  situées  dans  des  plans  perpendiculaires  à 
Taxe  fixe,  ce  qui  revient  au  cas  précédent. 

Ainsi,  en  nommant  P,  P',  P",  etc.,  les  forces 
appliquées;  o,  «',  w",  etc.,  leurs  inclinaisons 
sur  Taxe,  et  p  ^p\p'\  etc. ,  leurs  plus  courtes 
distances  à  cette  droite,  on  aura,  pour  l'équi- 
libre, l'équation 

Vp  sin  w  +  Vp'  sin  «'-+-  Vp"  sin  w"  4-  etc.  =  o, 

ce  qui  est  la  condition  exprimée  au  n**  120. 

Quant  à  l'axe  du  treuil,  il  sera  pressé,  i^  par 
les  composantes  P  sin  w,  P'  sin(«)',P"sin  0%  etc., 
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transportées  sur  cet  axe;  a°  par  la  résul- 
tante des  forces  parallèles  Pcosw,  P'cosw', 
P"cos(k)",  etc.,  qui  tend  à  entraîner  le  treuil 
dans  le  sens  de  sa  longueur;  et  3**  enfin,  par 
le  couple  résultant  de  ces  dernières  compo- 
santes, ce  qui  revient  à  deux  forces  égales  per- 
pendiculaires à  Taxe,  et  qui  le  poussent  en  sens 
contraires. 

DU    PLAN    INCLIINÉ. 

190.  I-iorsqu'un  point  est  pressé  contre  un 
plan  inébranlable  et  inflexible ,  par  une  force 
normale  à  ce  plan ,  il  est  clair  que  ce  point  doit 
rester  en  équilibre*  car  il  n'y  a  pas  de  raison 
pour  qu'il  se  meuve  dans  le  plan,  dun  côté 
plutôt  que  de  l'autre,  puisque  toutes  les  direc- 
tions qu'il  pourrait  prendre  font  un  même  angle 
droit  avec  la  direction  de  la  force;  et  d'ailleurs 
il  ne  peut  se  mouvoir  à  travers  le  plan  qui  est 
supposé  parfaitement  inflexible. 

Réciproquement,  le  point  dont  il  s'agit  ne 
pourra  être  en  équilibre,  à  moins  que  la  force 
qui  le  presse  ne  soit  normale  au  plan  d  appui  ; 
car,  si  elle  y  était  inclinée ,  cette  force  pour- 
rait se  décomposer  en  deux  autres,  l'une  per- 
pendiculaire au  plan  et  l'autre  située  dans  ce 
plan.  La  première  serait  détruite  ;  mais  la  se- 
conde obtiendrait  son  effet,  car  il  est  visible 
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qu  elle  ne  pourrait  être  altérée  par  la  présence 
du  plan  le  long  duquel  elle  tend  à  s'exercer. 
Ainsi  y  il  n'y  aurait  pas  équilibre. 

On  peut  dire  la  même  chose  d'un  point  qui 
s  appuie  sur  une  surface  courbe ,  et  le  consi-  * 
dérer  comme  s'il  reposait  sur  le  plan  tangent 
mené  à  la  surface  par  ce  point  même.  Il  faut 
donc,  pour  l'équilibre,  que  la  direction  de  la 
force  qui  le  presse  soit  normale  à  ce  plan ,  au 
point  de  contact  ;  et  voilà  pourquoi,  dans  l'équi- 
libre du  levier  qui  ne  fait  que  poser  sur  l'appui, 
il  faut  non-seulement  que  la  résultante  des 
forces  y  passe ,  mais  encore  qu'elle  soit  perpen- 
diculaire à  l'élément  de  contact  du  levier  et  d« 
cet  appui. 

191.  On  voit  donc,  d'après  ce  que  l'on  vient 
de  dire,  que  lorsqu'un  corps  est  tenu  en  équi- 
libre contre  un  plan  inébranlable,  ce  plan  ne 
peut  détruire  que  des  forces  dont  les  direc- 
tions lui  sont  normales  aux  différents  points  de 
contact,  et  que,  par  conséquent,  sa  résistance 
ne  peut  faire  naître  que  de  telles  forces  en  sens 
contraires. 

Donc,  si  un  corps  de  figure  quelconque ,  sol- 
licité par  des  forces  quelconques  P,  Q,  R,  etc., 
Fig.  bg.  [fig-  59) ,  ne  s*appuie  contre  un  plap  que  par 
un  seul  point  O,  il  ne  pourra  demeurer  en 
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équilibre,  à  moins  que  toutes  les  forces  P, 
Q,  R,  etc. ,  qui  lui  sont  appliquées,  ne  soient 
en  équilibre  avec  une  force  unique  N,  qui  se- 
rait normale  à  ce  plan  au  point  O,  et  qui  re- 
présenterait sa  résistance  actuelle.  Donc,  pour 
l'équilibre  d'un  corps  qui  s  appuie  par  un  seul 
point  œntre  un  plan,  il  faut,  i°  que  toutes  les 
forces  appliquées  aient  une  résultante  unique; 
a®  qtiB  la  direction  de  cette  résultante  soit 
normale  au  plan;  3**  quelle  passe  au  point  de 
contact 

On  voit  que  ces  trois  conditions  reviennent 
à  celles  qu on  a  données  plus  haut  pour  lequi- 
libre  du  levier  qui  ne  fait  que  poser  sur  l'appui. 
Nous  aurions  pu  les  trouver  par  le  même  rai- 
sonnement et  les  exprimer  de  la  même  ma- 
nière ,  en  disant  que  toutes  les  forces  appliquées , 
étant  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes 
au  point  de  contact,  doivent  y  donner  une  ré- 
sultante normale  au  plan,  et  que  tous  les  couples 
engendrés  doivent  donner  un  couple  résultant 
nul  de  lui-même. 

192.  Lorsque  le  corps  touche  le  plan  par 
plusieurs  points  A,  B,  C,  D,  etc.  {fig.  60),  cha-  Fie-  60. 
cun  des  points  de  contact  fait  naître  une  résis- 
tance normale  au  plan  en  ce  point;  mais  toutes 
ces  résistances,  étant  parallèles  et  de  même 
Statique  P.  18 
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sens,  se  composent  toujours  en  une  sçule,  dont 
la  direction  tombe  nécessairement  dans  Tinté- 
rieur  du  polygone  formé  par  tous  les  appuis 
A,  B,  G,  D,  etc.  Les  forces  appliquées  doivent 
donc  être  en  équilibre  avec  cette  force  unique ,  et, 
par  conséquent,  lorsqu'un  corps  s' appuie  contre  un 
plan  par  plusieurs  points,  il  faut  ^  pour  l'équilibre, 
que  les  forces  appliquées  puissent  se  réduite  à  une 
seule,  normale  au  plan,  et  dont  la  direction  tombe 
dans  r intérieur  du  polygone  formé  par  tous  les 
points  de  contact 

On  voit ,  par  là ,  que  si  le  corps-  repose  par 
une  surface  finie ,  la  résultante  doit  rencontrer 
le  plan  en  l'un  quelconque  des  points  de  cette 
surface. 

De  la  pression  exercée  sur  le  plan. 

195.  Lorsque  le  corps  ne  repose  que  par  un 
seul  point ,  il  est  clair,  d  après  ce  que  nous  ve- 
nons de  dire ,  que  la  pression  exercée  par  les 
forces  est  égale  à  leur  résultante. 

Si  le  corps  repose  par  deux  points  A  et  B 
Fig.  6i.  (^fg,  61) ,  la  résultante  N  dont  la  direction  tombe 
nécessairement  euti'e  A  et  B,  sur  la  droite  qui 
joint  ces  deux  points  d'appui,  se  décompose 
en  deux  forces  parallèles  p  et  9,  qui  expriment 
leurs  pressions  respectives. 

Soit  O  le  point  où  la  résultante  N  va  ren- 
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contrer  la  ligne  AB;  on  aura  pour  la  pression  p 
du  point  A,  N  :  p  :  :  AB  :  BO  ;  et  pour  la  pres- 
sion q  du  point  B,  N  :  9  :  :  AB  :  AO  ;  d'où  Ton 
voit  que,  la  résultante  ou  la  pression  tolalç  N 
étant  représentée  par  la  distance  AB  des  deux 
appuis,  les  deux  pressions  individuelles  de  ces 
points  sont  représentées  réciproquement  par 
leurs  distances  à  la  pression  totale. 

Si  le  corps  repose  par  trois  points  A,  B,  C 
(fig.  6a),  la  résultante  N  des  forces  appliquées  Fig.  62. 
doit  passer  en  quelque  point  O  dans  Pinlérieur 
du  triangle  ABC  (192).  Si  de  lun  des  angles ,  de 
lanigie  A  par  exemple ,  on  mène  la  ligne  AO , 
et  qu'on  la  prolonge  jusqu'à  sa  rencontre  en  I 
avec  le  coté  opposé  BG,  la  force  N  se  décom- 
posera en  deux  autres  parallèles  p  et  n  appli- 
quées aux  points  A  et  l.  Ensuite,  la  force  n  se 
décomposera  en  deux  autres  parallèles  q  et  r 
appliquées  en  B  et  G  ;  de  sorte  que  les  trois 
forces  p,  qf,  r  exprimeront  les  pressions  respec- 
tives des  trois  appuis  A ,  B,  G. 

Formons  autour  du  point  O,  comme  som- 
met, et  sur  les  trois  côtés  respectifs  BG ,  AG ,  AB 
comme  bases,  les  trois  triangles  BOG ,  AOG, 
AOB.  Si  Ion  représente  la  pression  totale 
exercée  en  O  par  Taire  du  triangle  ABG ,  les 
pressions  exercées  aux  trois  angles  A,  B,  G 
seront  représentées  par  les  aires  respectives  dos 

18.. 
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triangles  BOC,  AOC,  AOB  formés  sur  les  côtés 
opposés. 

Car  la  force  N ,  appliquée  en  O,  est  à  la  force 
;:;,  appliquée  en  A ,  comme  AI  est  à  OI  :  mais 
les  triangles  BAC,  BOC  ,  ayant  même  base 
BC,  sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs,  ou 
comme  les  lignes  AI  et  OI  également  inclinées 
sur  la  base  :  on  a  donc  N  :  p  ;  :  ABC  :  BOC. 
Mais  un  même  raisonnement  prouverait  qu  on 
a  N  :  9  :  ;  ABC  :  AOC,  et  N  :  r  :  :  ABC  :  AOB. 
Donc ,  etc. 


194.  Lorsque  le  corps  s  appuie  sur  le  plan 
par  plus  de  trois  points  (ou  seulement  par  trois, 
s'ils  tombent  en  ligne  droite),  les  pressions  in- 
dividuelles des  appuis  sont  indéterminées, 
parce  qu'il  y  a  une  infinité  de  manières  de  dé- 
composer la  force  N  en  d  autres  forces  paral- 
lèles appliquées  en  ces  points. 

Il  suffit  que  ces  pressions  individuelles  satis- 
fassent à  ces  conditions,  i^  qu'elles  soient 
toutes  de  même  sens  que  la  pression  totale; 
2**  quelles  puissent  se  composer  en  une  seule, 
égale  à  cette  pression  totale  et  appliquée  au 
même  point  O.  Cette  dernière  condition  exige 
trois  équations,  dont  la  première  exprime  que 
la  somme  des  pressions  est  égale  à  la  pression 
totale;  et  les  deux  autres,  que  la  somme  des 
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moments  des  pressions  individuelles ,  par  rap- 
port à  deux  axes  quelconques  tirés  dans  le  plan 
des  appuis,  est  égale  au  moment  de  la  pres- 
sion   totale ,    par   rapport    aux    mêmes    axes 

(84  à  127). 

195.  Si  Ton  veut  considérer  actuellement 
lequilibre  d'un  corps  qui  s'appuie  à  la  fois 
contre  plusieurs  plans ,  on  observera  que  cha- 
cun de  ces  plans  fait  naître,  aux  divers  points 
de  contact ,  des  résistances  de  même  sens ,  per- 
pendiculaires à  ce  plan,  et  qui,  par  conséquent , 
se  composent  toujours  en  une  seule,  perpendi- 
culaire au  même  plan.  Il  faut  donc  que  toutes 
les  forces  appliquées  soient  en  équilibre  avec 
ces  diverses  résistances,  qui  seront  en  même 
nombre  que  les  plans  d'appui  ;  et ,  par  consé- 
quent, les  forces  qui  tiennent  en  équilibre  un 
corps  appuyé  sur  plusieurs  plans  doivent  tou- 
jours se  réduire  à  autant  de  forces  dirigées  per- 
pendiculairement vers  ces  plans  respectifs,  et 
qui  tombent ,  pour  chacun  d  eux ,  dans  Fintérieur 
du  polygone  formé  par  les  points  de  contact. 

196.  On  voit ,  par  là,  que  si  le  corps  ne  s  ap- 
puie que  sur  deux  plans ,  en  deux  points  par 
exemple,  et  n'est  sollicité  que  par  une  seule 
force ,  ou  par  des  forces  qui  aient  une  résul- 
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tante  unique,  cette  force  ou  cette  résultante 
unique  doit  pouvoir  se  décomposer  en  deux 
autres  dirigées  suivant  les  normales  menées 
aux  deux  plans  par  les  points  de  contact.  Ainsi , 
il  faut  que  les  deux  normales  aillent  concourir 
en  un  même  point  situé  sur  la  direction  de  la 
force  qui  presse  le  corps,  et  se  trouvent  dans 
un  même  plan  avec  elle.  D  ailleure,  cette  force 
doit  être  dirigée  dans  langle  des  deux  nor- 
males ,  qui  est  opposé  à  celui  des  deux  plans , 
et  son  action  doit  avoir  lieu  vers  cet  angle, 
afin  que  ses  deux  composantes  suivant  les  deux 
normales  tendent  à  pousser  le  corps  contre  les 
plans ,  c  est-à-dire  en  sens  contraires  des  résis- 
tances qu'ils  font  naître. 

197.  Si  le  corps  s  appuie  par  trois  points  sur 
trois  plans  différents ,  la  force  qui  le  presse  doit 
être  réductible  à  trois  autres,  dirigées  suivant 
les  trois  normales  menées  aux  plans  par  les 
points  de  contact. 

Mais  il  ne  faut  pas  conclure  de  là  que  les 
trois  normales  doivent  concourir  en  un  même 
point  sur  la  direction  de  la  force,  ni  même 
qu'il  doive  y  avoir  une  seule  rencontre  entre 
deux  de  ces  quatre  lignes  ;  car  trois  forces  qui 
ne  se  rencontrent  pas  peuvent  se  composer  en 
une  seule,  et  une  seule  force  peut  se  décom- 
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poser  suivant  trois  directions  qui  ne  rencon- 
trent pas  la  sienne,  et  qui  ne  se  rencontrent 
pas  entre  elles  (75). 

application  de  la  théorie  à  quelques  exemples, 

198.  Ce  que  nous  venons  de  dire  contient 
toute  la  théorie  de  l'équilibre  des  corps  qui 
sappuient  sur  des  plans.  Nous  allons  en  faire 
quelques  applications  très-simples. 

Soit  un  corps  de  figure  quelconque ,  appuyé 
par  un  nombre  quelconque  de  points,  ou  par 
une' base  finie,  contre  un    plan   inébranlable 
LDK  {Jig.  63),  et  sollicité  par  deux  forces  P  Fig.  63. 
et  Q  qui  le  tiennent  en  équilibre  sur  ce  plan. 

D'après  ce  qu'on  a  trouvé  (192),  les  deux 
forces  P  et  Q  doivent  donner  une  résultante 
unique  N  normale  au  plan;  par  conséquent, 
leurs  directions  doivent  concourir  en  quelque 
point,  comme  en  F,  et  se  trouver  dans  un  plan 
perpendiculaire  au  plan  LDK.  De  plus ,  la  di- 
rection de  cette  résultante  doit  aller  rencon- 
trer le  plan  LDK  en  lun  des  points  de  contact 
du  corps ,  ou  dans  l'intérieur  du  polygone  formé 
par  les  points  de  contact. 

Supposons  que  toutes  ces  conditions  soient 
remplies,  et  voyons  simplement  quels  sont  les 
rapports  des  forces  P,  Q,  et  de  la  pression  N 
exercée  sur  le  plan. 
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Si  la  puissance  Q  est  dopoée  en  grandeur 
seulement ,  on  trouvera  par  cette  proportion , 
où  il  ny  aura  que  sin  QFN  d'inconnu,  sous 
quel  angle  QFN  cette  puissance  Q  doit  agir 
pour  faire  équilibre  au  poids  P.  Or,, comme 
à  un  même  sinus  répondent  deux  angles  sup- 
pléments l'un  de  l'autre,  on  voit  que  la  même 
puissance  Q  pourra  être  employée  de  deux  ma- 
nières différentes  pour  faire  équilibre  à  la  ré- 
sistance :  soit  en  faisant  avec  la  normale  FN 
au  plan  incliné  un  angle  QFN  trouvé  par  la 
proportion  ci-dessus  ;  soit  en  faisant  avec  la 
même  ligne  l'angle  Q'FN,  supplément  du  pre- 
mier. 

On  trouvera,  par  la  même  proportion,   la 
grandeur  de  la  puissance  Q,  lorsque  l'on  connaî- 
tra sa  direction  ,  ou  l'angle  QFN  qu'elle  forme  * 
avec  la  normale, 

200.  Le  cas  où  la  puissance  Q  est  la  plus 
petite ,  à  l'égard  de  la  résistance  P ,  est  celui 
où  l'angle  QFN  a  le  plus  grand  sinus,  puisque 
la  puissance  est  toujours  en  raison  inverse  de 
ce  sinus.  Mais  le  plus  grand  sinus  répond  à 
langle  droit;  donc  la  puissance  est  alors  per- 
pendiculaire sur  la  normale  FN,  ou  parallèle 
au   plan  incliné. 

Dans  ce  cas,  Tanglc  QFN  est  égal  à  l'angle 
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droit  ACB  {Jig,  65),  et  la  proportion  précé- Fig.  65. 
dente  devient  Q  :  P  :  :  sin  BAC  :  sin  ACB.  Mais, 
dans  le  triangle  ABC,  les  sinus  des  angles  A  et  C 
sont  proportionnels  aux  côtés  opposés  BC,  AB; 
et,  par  conséquent,  on  a 

Q  :  P  :  :  BC  :  AB. 

C'est-à-dire  que ,  lorsque  la  puissance  est  paral- 
lèle au  plan  incliné,  elle  est  au  poids  du  corps 
quelle  j"  retient  en  équilibre  comme  la  hauteur 
du  plan  est  à  sa  longueur.     " 

201.  Un  corps  pesant  ,  abandonné  à  lui- 
même  sur  un  plan  incliné,  ne  tend  donc  à 
glisser  le  long  de  ce  plan  qu'en  vertu  de  la 
pesanteur  diminuée  dans  le  rapport  de  la  hau- 
teur du  plan  à  sa  longueur,  et  c'est  cette  pe- 
santeur le  long  du  plan  que  Ton  nomme  la 
pesanteur  relative,  par  rapport  à  la  pesanteur 
le  long  de  la  verticale,  que  l'on  nomme  pesan- 
teur absolue.  On  voit  que  la  pesanteur  absolue 
étant  représentée  par  la  longueur  du  plan  in- 
cliné ,  la  pesanteur  relative  est  représentée  par 
sa  hauteur;  ou  bien  ,  la  pesanteur  absolue  étant 
représentée  par  le  sinus  de  langle  droit  ou 
parlunité,  la  pesanteur  relative  est  représentée 
par  le  sinus  de  Tinclinaison  du  plan.  Lorsque 
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celte  inclinaison  est  nulle,  ou  lorsque  le  plan 
est  horizontal ,  la  pesanteur  relative  est  nulle, 
et  le  corps  reste  en  repos  sur  le  plan,  comme 
cela  doit  être;  lorsque  Tinclinaison  du  plan  est 
égale  au  tiers  d'un  angle  droit ,  la  pesanteur 
relative  est  la  moitié  de  la  pesanteur  absolue  ; 
elle  se  confond  enfin  avec  la  pesanteur  absolue , 
lorsque  Tinclinaison  du  plan  est  égale  à  Tangle 
droit ,  et  que,  par  conséquent,  le  plan  incliné 
est  devenu  vertical. 

En  général,  pour  comparer  les  pesanteurs 
relatives  sur  des  plans  différemment  inclinés, 
on  n'aura  qu'à  comparer  les  sinus  de  leurs  incli- 
naisons. 

Donnons  la  même  hauteur  BG  à  deux  plans 
différemment  inclinés,  et  adossons-les  comme 
Fig.  66.  on  le  voit  dans  la  Jig,  66  :  les  pesanteurs  le 
long  de  ces  plans  seront  réciproques  à  leurs 
longueurs  AB,  BD;  car  elles  sont  directement 
proportionnelles  aux  sinus  des  angles  A  et  D 
qui  mesurent  les  inclinaisons  des  plans ,  et , 
dans  le  triangle  ABD,  ces  sinus  sont  propor- 
tionnels aux  côtés  opposés  BD  et  AB. 

Donc,  si  Ton  a  deux  corps  pesants  M  et  N 
appuyés  sur  ces  plans  adossés ,  et  qu'on  les  lie 
entre  eux  par  un  fil  qui  passe  sur  une  poulie 
de  renvoi  placée  en  R ,  de  manière  que  les 
deu^  parties  rectilignes  du  fil  soient  parallèles 
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à  ces  plans  respectifs",  ces  deux  corps  ne  pour- 
ront se  faire  équilibre,  à  moins  que  leurs 
niasses  ne  soient  proportionnelles  aux  lon- 
gueurs AB  et  BD  des  deux  plans  sur  lesquels 
ils  reposent. 

202.  Lorsque  la  puissance  Q  {fig,  67  )  est  fîç.  67. 
horizontale,  et,  par  conséquent,  parallèle  à  la 

base  AG  du  plan  incliné,  l'angle  QFN  devient 
égal  à  langle  ABC ,  et  Ton  a 

Q  :  P  ::  sinBAC  :  sinABC, 
ou  bien , 

Q  :  P  :  :  BC  :  AC. 

C'est-à-dire  que,  si  la  puissance  est  horizontale, 
elle  est  au  poids  du  corps  quelle  tient  en  équi- 
libre sur  le  plan  incliné  comme  la  hauteur  du 
plan  est  à  sa  base, 

203.  Le  cas  où  la  puissance  est  la  plus  grande 
à  l'égard  du  poids  est  le  cas  où  langle  QFN 
devient  nul.  La  puissance  Q  est  alors  perpen- 
diculaire au  plan  incliné,  et  la  proportion 
Q  :  P  :  :  sin  bac  :  sin  QFN   donne  ,    pour    sa 

I  r\        PX  sin  BAC 
valeur  ,  Q  = =  oo  . 

'    ^  o 

II  n'y  a  donc  pas,  à  proprement  parler,  de 
maximum  pour  la  puissance  ;  mais  ce  résultat 
nous  apprend  qu'aucune  force ,  quelque  grande 


286  ÉLÉMENTS 

quelle  soit,  ne  peut  empêcher  un  corps  pe- 
sant de  glisser  le  long  d'un  plan  incliné,  en 
le  pressant  perpendiculairement  contre  ce 
plan.  Si  nous  voyons  tous  les  jours  arriver  le 
contraire  ,  c'est  que  les  surfaces  des  corps , 
même  les  mieux  polis ,  sont  hérissées  d'une  in- 
finité d'aspérités  qui  s'engagent  entre  elles  dans 
le  contact  de  ces  surfaces,  et  les  empêchent 
de  glisser  librement  les  unes  sur  les  autres. 
Or  nous  avons  fait  abstraction  de  cette  pro- 
priété des  corps,  et  de  la  résistance  particulière 
qui  en  résulte,  et  que  Ton  nomme  la  force  du 
frottement. 

204.  Lorsqu'un  corps  pesant  s'appuie  à  la 
fois  sur  plusieurs  plans  inclinés,  en  considérant 
son  poids  comme  une  force  verticale  qui  passe 
par  son  centre  de  gravité ,  on  trouvera  les 
conditions  de  l'équilibre  d'après  ce  qui  a  été 
dit  (195) ,  et  les  pressions  respectives  que  souf- 
frent les  points  de  contact ,  lorsque  ces  pres- 
sions seront  déterminées. 

Si  nous  considérons  simplement  le  cas  où  le 
Fig.  68.  corps  est  soutenu  aux  deux  points  I  et  O  {fig.  68) 
par  deux  plans  inclinés  HI ,  HO,  il  faudra  (  196) 
que  les  deux  normales  lA ,  OA ,  à  ces  plans  , 
aillent  concourir  en  un  même  point  A  de  la 
verticale  GP  qui  passe  au  centre  de  gravité  G 
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du  corps ,  et  qui  x*eprésente  la  direction  de  son 
poids.  De  plus,  comme  le  poids  P  de  ce  corps 
doit  pouvoir  se  décomposer  suivant  ces  nor- 
males,  il  faudra  qu'elles  soient  toutes  deux 
dans  un  même  plan  avec  la  direction  GP,  et, 
par  conséquent,  dans  un  plan  vertical. 

Ces  conditions  suffisent  pour  l'équilibre,  et 
si  Ton  prend,  sur  la  direction  du  poids,  une 
partie  quelconque  AD  qui  représente  sa  quan* 
tité,  et  qu'on  achève  sur  AD  comme  diago- 
nale, et  suivant  les  directions  AI  et  AO,  le 
parallélogramme  ABCD  ,  la  force  P  se  dé- 
composera en  deux  autres  ,  représentées  par 
les  côtés  AB  et  AC  de  ce  parallélogramme. 
Ces  deux  forces  seront  respectivement  détruites 
par  les  deux  plans  inclinés ,  et  donneront  en 
même  temps  les  valeurs  de  leurs  pressions  in- 
dividuelles. 

Observons  que  le  plan  des  deux  normales 
lA ,  OA  étant  à  la  fois  perpendiculaire  aux 
deux  plans  inclinés,  est  perpendiculaire  à  leur 
commune  intersection  ;  mais  ce  plan  est  en 
même  temps  vertical ,  puisqu'il  passe  par  la 
verticale  GP  :  donc  la  commune  intersection 
des  deux  plans  inclinés  doit  être  perpendicu- 
laire à  un  plan  vertical  :  donc  elle  est  hori- 
zontale. Ainsi,  un  corps  pesant  ne  peut  res- 
ter  en  équilibre   entre   deux  plans   incUnés, 
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à  moins  que  leur  intersection  ne  soit  hori- 
zontale, ce  qui  paraissait  d  ailleurs  assez  évi- 
dent. 

De  la  Fis, 

20o.  La  vis  est  une  machine  qui  se  rapporte 
à  la  fois  au  levier  et  au  plan  incliné.  On  y 
considère  en  général  l'équilibre  d'un  corps  qui 
se  trouve  en  même  temps  assujettie  tourner  au- 
tour d'un  axe  fixe ,  et  à  descendre  uniformément 
le  long  de  cet  axe ,  en  s  appuyant  sur  une  sur- 
face inclinée. 

Mais  pour  exprimer  clairement  la  construc- 
tion de  cette  machine ,  considérons  d  abord  un 
Fig-  69.  cylindre  droit  ABCD  {fig.  69)  que  Ton  déve- 
loppe sur  un  plan.  Le  développement  est  un 
rectangle  BEMG  dont  la  base  BE  est  égale  en 
longueur  à  la  circonférence  du  cylindre ,  et 
peut  s'exprimer  par  azyr,  en  nommant  r  le 
rayon  du  cylindre ,  et  w  le  rapport  de  la  cir- 
conférence au  diamètre. 

Divisons  le  côté  BG  en  parties  égales  BR, 
RQ I  QP>  ^^c.  ;  et ,  après  avoir  pris  sur  EM  la 
partie  EG  =  BR,  menons  BG,  et  les  parallèles 
RH,QK,etc. 

Si  Ton  replie  le  rectangle  BEMG  sur  le 
cylindre,  la  suite  des  droites  BG,  RH,  etc., 
tracera  sur  sa  surface  une  courbe  continue  que 
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Ton  nomme  hélice ,  la  première  droite  BG,  for- 
mant une  portion  de  l'hélice  qui  commencera 
en  B  y  et  aboutira  en  R ,  où  elle  sera  continuée 
par  la  seconde  droite  RH,  et  ainsi  de  suite. 
Chacune  de  ces  portions  de  Thélice ,  dont  les 
deux  extrémités  viennent  aboutir  sur  la  même 
génératrice,  et  qui  fait  ainsi  le  tour  entier  du 
cylindre,  se  nomme  spire;  et  Tintervalle  com- 
pris entre  deux  spires  consécutives ,  mesuré  le 
long  de  la  génératrice,  et  qui  est  partout  le 
même ,  se  nomme  le  pas  de  l'hélice. 

Puisque,  dans  le  développement  du  cylindre, 
rhéiice  est  une  suite  de  lijjnes  droites  paral- 
lèles, il  est  clair  que  la  propriété  caractéris- 
tique de  rhéiice  est  d  être  partout  également 
inclinée  aux  diverses  génératrices  qu  elle  va 
rencontrer  sur  la  surface  cylindrique.  Lorsque 
le  cylindre  est  vertical ,  elle  est  donc  partout 
également  inchnée  à  l'horizon,  et  un  point  a, 
qui  repose  sur  cette  hélice,  et  qui  peut  être 
regardé  comme  situé  sur  la  tangente  en  ce 
point,  est  dans  le  même  cas  que  s'il  reposait  en 
a'  sur  un  plan  incliné  QHR,  dont  la  base  est 
QH  =  awr,  et  dont  la  hauteur  HK  est  égale 
au  pas  de  l'hélice,  et  sera  désignée  simplement 
par  h. 

206.  Si  Ton  suppose  donc  que  le  point  a  soit 
Statique  P.  .  19 
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pressé  sur  l'hélice  par  une  force  verticale  p, 
et  soit  retenu  en  même  temps  par  une  force 
horizontale/,  qui,  appliquée  tangentiellement 
au  cylindre ,  empêche  ce  point  de  glisser  sur 
rhélice,  on  aura  (202) 

/  :  p  ::  HK  :  QH, 

ou  f  '  p   '''     h    :   nur. 

Menons  par  le  point  a  l'horizontale  ao,  qui 
rencontre  en  o  Taxe  FI  du  cylindre  ,  que  je 
suppose  fixe.  Prolongeons  indéfiniment  cette 
droite,  et  considérons-la  comme  un  levier  in- 
flexible, mobile  autour  du  point  fixe  o. 

Au  lieu  d'appliquer  immédiatement  au  point 
a  une  force  horizontale/,  pour  retenir  ce  point 
sur  Thélice,  on  pourrait  appliquer  une  autre 
for<fe  parallèle  q  en  im  point  quelconque  du 
levier  60;  et  cette  force  q  ferait  sentir  au  pointa 
la  même  impression  que  la  force/,  si  elle  était 
a  celle-ci  dans  la  raison  réciproque  des  deux 
bras  de  levier  bo  et  ao  ,  c'est-à-dire  (en  faisant 
60  =  R ,  et  observant  que  ao  est  le  rayon  r  du 
cylindre),  si  Ton  avait 

q  :f::r:  R; 

mais  on  a  trouvé  ci-dessus 

f  :  p  ::  h  :  awr. 


DE   STATIQUE.  agi 

Donc  f  ea  multipliant  par  ordre ,  on  aura 

q  :  P  ::  h  :  at^R; 

cest-à-dire  que  la  puissance  horizontale  q  sera 
à  la  force  verticale  p  qui  presse  le  point  a  sur 
rhélice  ,  comme  le  pas  de  Thélice  est  à  la  cir- 
conférence que  tend  à  décrire  la  puissance  q 
autour  de  Taxe  du  cylindre. 

Observons  que  le  rayon  r  du  cylindre,  ou 
la  distance  de  Thélice  à  Taxe ,  n'entre  plus  dans 
cetle  proportion.  Ainsi,  Ion  aura  toujours  le 
même  rapport  entre  la  puissance  q  et  la  force  p, 
quel  que  soit  le  cylindre  sur*lequel  Thélice  est 
tracée,  pourvu  que  le  pas  de  cette  hélice  soit  le 
même. 

On  ne  doit  pas  perdre  de  vue  d'ailleurs  que 
Ton  n'a  supposé  le  cylindre  vertical  que  pour 
mieux  fixer  les  idées  et  simplifier  le  discours; 
mais  que  tout  ce  qu  on  a  dit  de  la  force  verti- 
cale p  et  de  la  puissance  horizontale  q  doit 
s'entendre,  en  général,  d'une  force  parallèle  à 
l'axe  du  cylindre,  et  d'une  puissance  qui  agi- 
rait dans  un  plan  perpendiculaire  au  même 
axe ,  à  la  distance  R  de  cette  ligne. 

207.  Actuellement  il  n'est  pas  difficile  de 
définir  la  vis  et  de  trouver  les  conditions  de  son 
équilibre. 

La  vis  est    un   cylindre  droit  revêtu    d'un 

19.. 
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filet  saillant  engendré  par  le  plan  d  un  triangle  , 
ou  d  un  paraiiéiogramme ,  ou  d^une  figure 
quelconque  qui ,  s  appuyant  par  sa  base  sur 
une  génératrice ,  tourne  autour  de  Taxe  du  cy- 
lindre, en  descendant  le  long  dune  hélice  tra- 
cée sur  sa  surface.  Tous  les  points  qui  com- 
posent le  filet  de  la  vis  peuvent  donc  être 
regardés  comme  appartenant  à  des  hélices  dé- 
crites sur  des  cylindres  de  même  axe,  mais 
de  rayons  différents.  Or  toutes  ces  hélices  ont 
évidemment  le  même  pas,  et  c'est  ce  que  Ton 
nomme  le  pas  de  la  vis. 

La  généralion  de  Vécrou  est  la  même.  Conce- 
vons une  pièce  M ,  de  figure  quelconque ,  pé- 
nétrée par  le  cylindre  :  le  triangle  ou  le  paral- 
lélogramme qui  produit  sur  le  cylindre  le 
filet  de  la  vis,  produira  dans  Tintérieurde  cette 
pièce  un  sillon  ou  creux  parfaitement  égal  au 
filet,  et  que  celui-ci  remplira  exactement;  et 
cette  seconde  pièce,  qui  peut  être  regardée 
comme  le  moule  de  la  première ,  forme  Xécrou 
de  la  vis.  * 

Maintenant,  si  Tune  de  ces  deux  pièces  est 
fixe,  il  est  clair  que  Tautre  lui  est  tellement 
assujettie,  qu'elle  na  plus  que  la  liberté  de 
tourner  autour  de  Taxe  du  cylindre  ,  et  de  des- 
cendre en  même  temps  sur  la  seconde ,  comme 
sur  une  surface  inclinée.  Il  y  a  donc ,  entre 
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les  forces  qui  se  feraient  équilibre  sur  Ja  pièce 
mobile  y  des  relations  particulières  qui  dépen- 
dent de  son  assujettissement  à  la  seconde;  et  ce 
sont  ces  relations  qui  constituent  les  conditions 
de  l'équilibre  dans  la  vis. 

On  ne  considère  ordinairement  que  deux 
forces  appliquées  à  la  pièce  mobile  :  Tune  P 
parallèle  à  Taxe,  et  qui  tend  à  la  faire  descen- 
dre en  tournant  autour  de  cet  axe;  l'autre  Q 
située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe,  et 
qui,  au  moyen  d'un  levier,  tend  à  la  faire  re- 
monter en  sens  contraire.  Pour  fixer  les  idées, 
nous  supposerons  ici  que  Técrou  soit  mobile 
[Jig.  ■yo)  et  que  la  vis  soit  fixe  :  le  rapport  des  Fig.  70 
deux  forces  P  et  Q  serait  absolument  le  même 
dans  le  cas  où,  lecrou  étant  fixe,  la  vis  serait 
mobile. 

D abord,  si  lecrou  ne  posait  que  par  un  seul 
point  sur  le  filet  de  la  vis,  en  nommant  h  le 
pas  de  la  vis,  et  R  le  bras  de  levier  de  la  puis- 
sance ou  la  distance  à  Taxe,  on  aurait,  diaprés 
ce  qu  on  a  vu , 

Q:P  ::  h:  ^tsR. 

Mais,  eu  quelque  nombre  de  points  que 
l'écrou  s'appuie  sur  le  filet,  on  peut  imaginrr 
qiiie  la  résistance  P  est  décomposée  en  autant 
de  forces  parallèles  p^p'^p",  etc.,  qui   près- 
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sent  en  ces  différents  points,  et  que  la  puis- 
sance Q  est  partagée  en  autant  de  forces  q^q'y 
q'\  etc.,  dont  chacune  fait  équilibre  en  par- 
ticulier à  la  force  qui  lui  répond  parmi  les 
forces  py  p\  p'\  etc.;  et  comme  on  a  con- 
stamment 


q  :  P  : 

:  h  :  awR, 

q':p': 

:  h  :  awR, 

q"  :  ;/'  : 

:  h  :  2wR, 

etc  , 

aura 

</-r-9'-l-9"...  ou  Q:p-hp'-\-p'\..  ou  P::/i:2btR; 

c'est-à-dire  que,  dam  l'équilibre  de  la  vis,  la 
puissance  qui  tend  à  Jaire  tourner  l'écrou  est  à  la 
résistance  qui  le  presse  dans  le  sens  de  iaxe 
comme  le  pas  de  la  vis  est  à  la  circonférence  que 
tend  à  décrire  la  puissance. 

Ainsi,  la  puissance  a  d'autant  plus  d  avanta^^e 
pour  contre-balancer  la  résistance,  ou  pour 
comprimer  dans  le  sens  de  Taxe  de  la  vis,  que 
cette  puissance  agit  à  une  plus  grande  distance 
de  Taxe,  et  que  le  pas  de  la  vis  est  moindre. - 


Du  Coin, 

208.  liC  coin  est  un  prisme  triangulaire  AF 
F»B  V"  [fig.  72),  que  l'on  introduit  par  J'une  de  ses 
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arêtes  EF  entre  deux  obstacles^  pour  exercer 
latéralement  deux  efforts  qui  tendent  à  les 
écarter. 

L'arête  EF,  par  laquelle  le  coin  tend  à 
s  enfoncer,  se  nomme  le  tranchant  du  coin; 
les  deux  faces  adjacentes  ADFE,  BGFE,  se 
nomment  les  côtés  ;  et  la  face  opposée  ABCD, 
la  tête. 

G  est  sur  cette  face  qu'on  applique  le  coup, 
au  moyen  d'un  marteau  ou  d'un  corps  quel- 
conque. Quelle  que  soit  la  direction  du  choc, 
ou  peut  toujours  concevoir  son  action  comme 
décomposée  en  deux  autres,  Tune  perpendi- 
culaire à  la  tête  du  coin,  et  qui  obtient  tout 
son  effet  sur  lui;  l'autre  parallèle,  et  qui  ne  lui 
imprime  aucun  mouvement,  parce  qu'elle  ne 
peut  tendre  qu'à  faire  glisser  le  marteau  sur 
ce  coin. 

Nous  supposerons  donc  sur-le-champ  que  la 
puissance  soit  appliquée  perpendiculairement 
à  la  tête  du  coin,  et  nous  chercherons  sim- 
plement les  efforts  qui  en  résultent  contre  les 
deux  obstacles  perpendiculairement  aux  deux 
côtés. 

Par  la  direction  de  la  puissance  P,  et  per- 
pendiculairement aux  arêtes  du  coin ,  faisons 
passer  une  section  MNO  {fig.  73);  la  ligne  MN  F»g  ?*• 
pourra  représenter  la  tête  du  coin,  et  les  deux 
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lignes  MO  et  NO  les  deux  côtés.  D'un  point  A 
pris  sur  la  direction  de  la  puissance,  abaissons 
deux  perpendiculaires  AB,  AG  sur  les  côtés 
MO,  NO;  prenons  la  partie  AD  qui  représente 
la  quantité  et  la  direction  de  la  puissance  T,  et 
achevons  le  parallélogramme  ABGD. 

La  puissance  P,  représentée  par  AD,  se  dé- 
composera en  deux  autres  Q  et  R,  représentées 
par  AB  et  AC,  et  qui  exprimeront  les  efforts 
exercés  perpendiculairement  aux  côtés  MO,  NO. 

On  aura  donc  P  :  Q  :  R  comme  AD  :  AB  :  AC  ; 
ou,  en  mettant  BD  au  lieu  de  AC,  comme 
AD:AB:BD,  c est-à-dire,  comme  les  trois 
côtés  du  triangle  ABD. 

Mais  ce  triangle  est  semblable  au  triangle 
MNO,  parce  que  les  côtés  AD,  AB,  BD  sont 
respectivement  perpendiculaires  aux  trois  côtés 
MN,MO,NO. 

On  aura  donc 

P  :  Q  :R  ::  MN  :  MO  :  NO; 

c'est-à-dire  que ,  la  puissance  étant  représentée  par 
la  tête  du  coin ,  les  deux  forces  qui  en  résultent 
perpendiculairement  aux  côtés  seront  représentées 
par  ces  côtés  eux-mêmes. 

Si  le  triangle  MNO  est  isocèle,  les  deux 
forces  Q  et  R  sont  égales,  et  la  puissance  P  est 
à  Tune  d'elles  comme  la  tête  du  coin  est  à  lun 
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des  côtés,  qu*on  peut  uorniner  dans  ce  cas  la 
longueur  du  coio. 

Oq  voit,  par  ce  que  nous  venons  de  dire, 
qu'à  puissances  égales,  l'effort  exercé  par  le 
coin  est  d'autant  plus  grand,  que  la  tête  en  est 
plus  petite  par  rapport  à  la  longueur. 

De  quelques  Machines  composées. 

209.  Jusqu'à  présent  nous  n'avons  considéré 
qu'un  seul  corps  solide,  gêné  dans  ses  mou- 
vements par  différents  obstacles;  et  c'est  ce  qui 
forme  les  diverses  machines  simples.  Nous 
allons  considérer  actuellement  un  assemblage 
de  machines  simples  qui  réagissent  les  unes 
sur  les  autres  en  vertu  de  leur  liaison  mutuelle; 
et  c'est  ce  que  Ion  nomme  une  machine  com- 
posée. 

Si  l'on  ne  suppose  que  deux  forces  appli- 
quées à  la  machine  composée,  on  voit  que 
la  machine  simple,  qui  reçoit  immédiatement 
l'action  de  lune  d'elles,  transmet  cette  action, 
d après  les  lois  de  son  équilibre,  à  la  machine 
simple  avec  laquelle  elle  est  liée;  que  celle-ci 
la  transmet  de  même  à  la  machine  suivante; 
et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  la  dernière  qui  com- 
munique l'action  à  la  seconde  force ,  ou  à  la 
résistance  qu  il  faut  vaincre.  Ainsi,  il  est  tou- 
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jours  facile  de  déterminer  le  rapport  de  la 
puissance  à  la  résistance  par  une  suite  de  pro- 
portions données  par  les  lois  de  l'équilibre  des 
machines  intermédiaires;  et  c'est  ce  qu'on  va 
vérifier  tout  à  l'heure  sur  quelques  exemples 
très-simples. 

Mais  nous  devons  faire  observer  que  les 
questions  suivantes  se  rapportent  naturellement 
au  problème  le  plus  général  de  la  Statique , 
c'est-à-dire  font  partie  de  cette  théorie  étendue 
où  Ton  recherche  les  lois  de  l'équilibre  dans  les 
systèmes  dont  la  figure  est  variable  suivant 
des  conditions  quelconques  données.  Les  deux 
axiomes  qui  servent  de  base  à  cette  théorie 
sont  : 

1^.  Que  si  unjjrstème  quelconque  de  points  est 
en  équilibre  y  chaque  point  doit  être  en  équilibre 
de  lui-même  y  tant  en  vertu  des  forces  qui  lui  sont 
immédiatement  appliquées,  quen  vertu  des  résis- 
tances ou  réactions  qu'il  éprouve  de  la  part  des 
autres  points  du  système; 

Q?.  Que  deux  points  ne  peuvent  agir  Vun  sur 
C autre  que  dans  la  direction  de  la  droite  qui  les 
jointe  et  que  l'action  est  toujours  égale  et  contraire 
à  la  réaction. 

Au  moyen  de  ces  deux  axiomes  et  des  condi- 
tions connues  de  l'équilibre  d'un  corps  libre, 
on  peut  trouver  les   conditions  de  l'équifibre 
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dun  système  quelconque  de  corps,  pourvu 
qu^OQ  sache  évaluer  les  résistaoces  qui  naissent 
de  leur  liaison  mutuelle  :  car  ces  résistances 
étant  une  fois  évaluées,  il  ne  s'agit  plus  que 
de  les  combiner  avec  les  forces  données  im- 
médiatement par  la  question,  et  d'exprimer 
les  conditions  de  Téq^iilibre  de  chaque  corps 
comme  s'il  était  parfaitement  libre  dans  l'es- 
pace. 

Quoique  nous  ne  puissions,  sans  passer  les 
bornes  de  cet  Ouvrage,  traiter  ici  ce  sujet 
avec  toute  la  généralité  dont  il  est  susceptible, 
nous  donnerons  néanmoins  les  conditions  de 
l'équilibre  de  quelques  systèmes  variables  qu'on 
emploie  souvent  dans  les  arts,  et  que  l'on  a 
coutume  de  considérer  dans  les  éléments  de 
Statique,  parce  que  les  réactions  des  diffé- 
rents corps  les  uns  sur  les  autres  y  sont  très- 
faciles  à  évaluer,  et  ne  supposent  guère  que 
la  composition  des  forces  et  les  deux  axiomes 
précédents. 

Des  Cordes. 

210.  Considérons  premièrement  un  polygone 
funiculaire f  c'est-à-dire  un  assemblage  de  points 
liés  entre  eux  par  des  cordons  parfaitement  flexi- 
bles et  inextensibles. 

On  sait  d'abord  que  si  trois  forces  P,  Q,  R 
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Fig.  74  {fig^  74)  dirigées  suivant  les  axes  de  trois  cor- 
dons AP,  AQ,  AR,  sont  en  équilibre  autour 
d'un  même  point  A,  chacune  de  ces  forces  doit 
être  égale  et  directement  opposée  à  la  résultante 
des  deux  autres. 

Il  faut  donc,  i®  que  les  axes  des  trois  cor- 
dons soient  dans  un  même  plan;  oP  que  les 
rapports  des  forces  soient  tels,  que  chacune 
d'elles  puisse  être  représentée  par  le  sinus  de 
langle  formé  par  les  directions  des  deux  autres. 
Ainsi,  l'on  a,  pour  1  équilibre,  cette  suite  de 
rapports  : 

P  :  Q  :  R  :  :  sin  QAR  :  sin  PAR  :  sin  PAQ. 

211.  Si  Ion  suppose  que  les  extrémités  des 
cordons  AQ ,  AR  soient  fixes ,  les  valeurs  de  Q 
et  R,  données  parles  rapports  ci- dessus,  expri- 
meront les  efforts  que  supportent  ces  points 
fixes  en  vertu  de  la  force  P,  ou  les  tensions  des 
deux  cordons  AQ,  AR. 

On  voit  que  ces  tensions  seront  d  autant  plus 
grandes  que  l'angle  QAR  sera  plus  obtus,  et 
qu'elles  deviendront  infinies,  si  cet  angle  de- 
vient égal  à  deux  angles  droits. 

Une  corde  tendue  en  ligne  droite  à  deux 
points  fixes  sera  donc  nécessairement  rompue 
par  la  plus  petite  force  qui  lui  serait  appliquée 
transversalement,  si  cette  corde,  n'étant  pas 
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susceptible  de  s'étendre,  n'a  pas  d'ailleurs  une 
résistance  longitudinale  infinie. 

212.  Les  conditions  précédentes  pour  l'équi- 
libre des  trois  forces  P,  Q,  R  supposent  que 
le  point  A  soit  invariablement  attaché  à  chacun 
des  cordons,  ou  que  le  nœud  qui  les  rassemble 
soit  fixe  :  mais  si  le  point  Â  pouvait  couler  le 
long  du  cordon  RAQ  [fig,  ^S),  comme  ferait  un  ï'îff-  7^- 
anneau  infiniment  petit,  enfilé  par  ce  cordon, 
alors  il  ne  suffirait  plus  que  les  forces  P,  Q,  R 
eussent  les  relations  données  ci -dessus,  il  fau- 
drait encore  que  la  direction  de  la  force  P  di- 
visât en  lieux  également  langle  formé  par  les 
deux  parties  de  la  corde  QAR. 

En  effet,  si  l'on  suppose  que  l'équilibre  ait 
lieu,  et  qu'on  fixe  invariablement  deux  points 
F  et  F'  pris  où  Ton  voudra  sur  ces  cordons, 
il  est  clair  que  le  point  A  est  dans  le  même 
cas  que  s'il  avc.it  la  liberté  de  se  mouvoir  dans 
une  ellipse  dont  F  et  F'  sont  les  deux  foyers, 
et  AF,  AF'  les  rayons  vecteurs.  Or,  pour 
qu'il  soit  en  équilibre  sur  celte  courbe  en 
vertu  de  la  force  P,  il  faut  que  cette  force  soit 
perpendiculaire  à  la  tangente  à  l'ellipse  eu  ce 
point  (  190) ,  et ,  par  conséquent ,  divise  en  deux 
parties  égales  langle  FA  F',  formé  parles  rayons 
vecteurs. 
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Ainsi  j  dans  le  cas  d^un  noeud  coulant ,  les 
deux  parties  de  la  corde  le  long  de  laquelle  le 
nœud  peut  glisser  doivent  être  également  ten- 
dues. 

215.  On  voit  en  même  temps  que ,  si  Ton 
suppose  le  point  ou  Tanneau  A  fixe,  les  deux 
forces  Q  et  R ,  appliquées  au  cordon  QAR  qui 
passe  dans  cet  anneau ,  doivent  être  égales  entre 
elles  pour  1  équilibre,  et  que  la  pression  exercée 
par  les  deux  forces  sur  le  point  fixe  A  est  dirigée 
suivant  la  ligne  qui  divise  en  deux  parties 
égales  Tangle  formé  par  les  deux  parties  du 
cordon. 

Quant  au  rapport  de  cette  pression  P  à  la 
tension  Q  du  cordon ,  on  aura,  en  nommant  a  la 
moitié  de  l'angle  QAR,  P  :  Q  :  :  sin  2 a  :  sin  a; 
ou  bien ,  P  :  Q  ;  :  2  cos  a  :  1 . 

D'où  Ton  voit  que  la  pression  exercée  sur  le 
point  A  est  égale  à  la  tension  de  la  corde  mul- 
tipliée par  le  double  cosinus  de  la  moitié  de 
Tangle  QAR. 

214.   Actuellement,  soient  plusieurs  points 

Fig.  76.  A,  B,  C,  D  (  jîg.  76),  liés  entre  eux  par  des 

cordons  AB,  BC,  CD,  et  tirés  par  des  forces 

N,  P,  Q,  R,  S,  T,   suivant  d'autres  cordons, 

mais  de    manière  que   chacun  des   points  ou 
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nœuds  A,  B,  C,  D  n'en  assemble  pas  plus  de 
trois  en  même  temps. 

Si  tout  le  système  est  en  équilibre,  chaque 
point  doit  être  en  équilibre  de  lui-même ,  en 
vertu  des  forces  qui  lui  sont  appliquées  et  des  i 
tensions  des  cordons  adjacents.  Le  point  A  par 
exemple,  n'étant  lié  immédiatement  qu'au  seul 
point  B,  doit  être  en  équilibre  en  vertu  des 
deux  forces  N  et  P,  et  la  tension  du  cordon  AB; 
car  les  autres  points  C  et  D  ne  peuvent  réagir 
sur  lui  que  par  le  cordon  AB. 

Il  faut  donc  que  les  trois  cordons  AN ,  AP,  AB 
soient  dans  un  même  plan  ;  et  si  Ton  nomme  X 
la  tension  du  cordon  AB,  il  faut  quon  ait  les 
rapports  suivants  : 

N:  P  ::  sinPAB  :  sinNAB, 

P  :  X  :  :  sin  nab  :  sin  nap. 

De  même,  le  point  B  doit  être  en  équilibre 
en  vertu  de  la  force  Q  et  des  tensions  suivantes 
BA  et  BC.  Or  la  tension  du  cordon  AB  est  la 
même  que  tout  à  Theure  ;  car  Faction  du  point 
A  sur  le  point  B  est  parfaitement  égale  et  con- 
traire à  l'action  du  point  B  sur  le  point  A.  Nous 
avons  nommé  X  cette  tension,  nommons  Y  celle 
du  cordon  BC;  on  aura 

X  :  Q::  sinQBG  :  sin  ABC, 
Q  :  Y  :  :  sin  ABC  :  sin  QBA. 
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L'équilibre  du  point  C  donnera  de  même 

Y  :  R  :  :  sin  RCD  :  sin  BCD , 
R:  Z  ;:  sin  BCD:  sin  BGR. 

On  aura  de  même  pour  le  point  D  deux  pro- 
portions, etc.,  et  ainsi  de  suite ,  s'il  y  avait  un 
plus  grand  nombre  de  points. 

En  multipliant  par  ordre  un  nombre  conve- 
nable de  ces  proportions,  on  trouvera  le  rap- 
port de  lune  quelconque  des  forces  à  telle 
autre  force  ou  tension  que  l'on  voudra.  Si  l'on 
multiplie  les  trois  premières ,  par  exemple ,  on 
aura  le  rapport  de  N  à  Q.  Si  Ion  multiplie  les 
quatre  premières,  on  aura  celui  de  N  à  la  ten- 
sion Y;  etc. 

2i5.  Si  les  directions  prolongées  d^^s  forces 
P,  Q,  R,  S  divisent  en  deux  parties  égales  les 
angles  respectifs,  NAB,  ABC,  BCD,  CDÏ,  du 
polygone  funiculaire ,  les  cordons  AN ,  AB,  BG , 
CD,  DT  seront  tous  également  tendus;  car  on 
aura,  parles  rapports  précédents, 

N  =  X,   X=Y,    Y  =  Z,    Z  =  T. 

De  plus,  en  nommant  2a,  ajS,  27,  aeJ  les 
ançles  du  polygone ,  on  aura ,  par  les  mêmes 
proportions, 

P  :  Q  :  R  :  S  :  :  cosa  :  cos  /S  :  cosy  :  cos  &; 
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c  est-à-dire  que  les  forces  appliquées  aux  divers 
angles  du  polygone  seronf  proportionnelles  aux 
cosinus  des  moitiés  de  ces  angles. 

Donc ,  si ,  au  lieu  des  forces  P,  Q,  R,  S,  on 
substitue  des  points  fixes  A,  B,  C,  D  par-dessus 
lesquels  passe  la  corde  NABGDT,  d  abord  les 
deux  forces  N  et  T  qui  tirent  les  extrémités  de 
cette  corde  seront  égales  entre  elles ,  et  la  corde 
sera  partout  également  tendue  ;  et  en  second 
lieu,  la  corde  pressera  sur  cbaque  point  en  rai- 
son du  cosinus  de  la  moitié  de  Tangle  formé  en 
ce  point,  car  chacun  des  points  fixes  A,  B,  C, 
D  tient  lieu  d'une  force  qui  divise  en  deux  éga- 
lement l'angle  formé  par  les  deux  parties  de  la 
corde  qui  y  passe  (215). 

216.  Supposons  que  les  deux  côtés  contigus 
AB,  BC  soient  égaux  ;  le  cosinus  de  la  moitié  de 
1  angle  compris  est  marqué  par  le  rapport  de  Tun 
des  côtés  au  diamètre  du  cercle  qui  passerait 
parles  trois  points  A,  B,  C.  Donc,  si  tous  les 
côtés  du  polygone  funiculaire  sont  égaux  entre 
eux,  on  peut  dire  que  les  forces  P,  Q,  R,  S  sont 
réciproques  aux  diamètres  de  ces  différents  cer- 
cles dont  chacun  passe  par  trois  angles  consé- 
cutifs du  polygone. 

Or ,  en  considérant  une  courbe  comme  un 
polygone  d'une  infinité  de  côtés  égaux  ,  chacun 

Statique  P.  ao 


3o6  ÉLÉMENTS 

des  cercles  dont  il  s'agit  devient,  en  chaque 
point  de  la  courbe ,  ce  qu'on  nomme  le  cercle 
osculateur^  c'est-à-dire  le  cercle  qui  a  la  même 
courbure  en  ce  point. 

Donc  ,  lorsqu'une  courbe  funiculaire  ren- 
trante sur  elle-même,  ou  dont  les  deux  bouts 
sont  fixes,  est  tirée  en  tous  ses  points  équidis- 
tants  par  une  infinité  de  forces  normales  qui  se 
font  équilibre ,  la  corde  est  partout  également 
tendue,  et  cbaque  force  normale  à  la  courbe 
est  réciproque  au  rayon  de  la  courbure  dans  le 
point  où  cette  force  est  appliquée. 

On  a  un  exemple  très-simple  de  cet  équi- 
libre dans  une  corde  tendue  par  deux  forces 
sur  le  contour  d'une  courbe  fixe  quelconque; 
car  chaque  point  de  la  courbe  fixe  tient  lieu 
d'une  force  qui  serait  dirigée  suivant  la  nor- 
male à  cette  courbe.  Ainsi,  dans  l'équilibre  de 
la  corde,  la  tension  est  partout  la  même,  et 
chaque  point  de  la  courbe  fixe  est  pressé  sui- 
vant la  normale  en  raison  inverse  du  rayon  de 
courbure. 

2 17.  Le  polygone  funiculaire  NABGDT  étant 
en  équilibre  en  vertu  des  forces  N,  P,  Q ,  R, 
S,  T,  concevons  que  sa  figure  devienne  par- 
faitement invariable,  de  manière  que  les  points 
A ,  B  ;  G ,  D   ne   puissent  plus    changer  leurs 
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distances  mutuelles  :  il  est  clair  que  lequilibre 
subsistera  toujours.  Mais  alors,  les  forces  N,  P, 
Q,  R,  S,  T  étant  en  équilibre  sur  un  système 
invariable,  lune  d'elles  est  égale  et  directement 
opposée  à  la  résultante  de  toutes  les  autres  ; 
ainsi,  ces  autres  forces  ont  une  résultante.  Or, 
comme  cette  résultante  est  exactement  la  même 
que  si  toutes  les  composantes  s'étaient  réunies 
parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  point  quel- 
conque de  sa  direction ,  il  s'ensuit  que  chaque 
cordon  est  tendu  par  la  force  qui  le  sollicite, 
comme  il  le  serait  par  la  résultante  de  toutes  les 
autres  forces  quonjr  transporterait  parallèlement 
à  elles-mêmes, 

218.  Lorsque  les  cordons  extrêmes  AN,  DT 
sont  dans  un  même  plan ,  les  deux  forces  N  et 
T  ont  une  résultante;  et ,  d'après  ce  qu'on  vient 
de  dire,  cette  force  doit  être  égale  et  directe- 
ment opposée  à  la  résultante  V  des  autres  forces 
P,  Q ,  R ,  S ,  comme  si  le  polygone  était  inva- 
riable de  figure.  La  résultante  des  forces  P, 
Q,R,  S  appliquées  aux  angles  du  polygone 
doit  donc  passer  parle  point  O  où  vont  concou- 
rir les  deux  cordons  extrêmes;  et,  par  consé- 
quent, si  les  deux  extrémités  N  et  T  de  ces 
cordons  sont  fixes,  on  aura  sur-le-champ  les 
deux  efforts  que  supportent  ces  points  fixes, 

20.. 
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OU  les  tensions  des  cordons  AN,  DT,  en  décom- 
posant, au  point  O,  la  résultante  V  en  deux 
forces  N  et  T  dirigées  suivant  ces  cordons. 

On  trouverait  de  même  les  tensions  de  deux 
cordons  quelconques  situés  dans  un  même  plan  , 
en  prenant  la  résultante  des  forces  appliquées 
sur  les  nœuds  intermédiaires,  et  la  décomposant 
suivant  ces  deux  cordons  au  point  où  ils  con- 
courent: car  si  un  polygone  funiculaire  est  en 
équilibre ,  une  partie  quelconque  de  ce  poly- 
gone est  aussi  en  équilibre  d'elle-même,  en  vertu 
des  forces  appliquées  sur  cette  partie,  et  des 
tensions  des  deux  derniers  cordons  que  Ton  y 
considère. 

219.  Lorsque  les  directions  des  forces  P,  Q, 
Fig.  77.  R,  S  sont  toutes  parallèles  {fig.  ll)^  ^^  ^ 
toujours  pour  les  forces  et  les  tensions  les 
mêmes  proportions  que  ci-dessus  (214);  mais 
il  faut  une  condition  de  plus  pour  1  équilibre  : 
cest  que  toutes  les  forces  P,  Q,  R,  S  et  les 
côtés  du  polygone  soient  dans  un  même  plan  ; 
car,  autour  de  chaque  nœud  ,  les  cordons  doi- 
vent être  dans  un  même  plan  (210).  Mais  si 
le  cordon  BQ  est  parallèle  au  cordon  AP ,  le 
plan  PÂ6  des  trois  premiers  cordons  est  le  même 
que  le  plan  ABQ  des  trois  suivants;  et  ainsi  de 
suite. 
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Dans  cette  hypothèse  de  puissances  paral- 
lèles^ comme  on  a 

siuPAB  =  sinQBA,     sin QBC  =  sinllCB,  etc., 

on  trouvera  par  les  proportions  (214)  que  les 
tensions  successives  N,  X,  Y,  Z,  T  sont  réci- 
proques aux  sinus  dos  inclinaisons  des  côtés 
sur  la  direction  des  puissances  parallèles  P,  Q , 
R,S,  et  qu ainsi  chacune  des  tensions  est  re- 
présentée par  la  sécante  de  son  inclinaison  sur 
une  perpendiculaire  à  ces  puissances. 

Cela  pourrait  se  voir  aussi ,  comme  au  n^  2 18, 
en  comparant  immédiatement  les  tensions  de 
deux  côtés  quelconques ,  qui  seront  toujours 
ici  situés  dans  un  même  plan. 

Mais,  pour  avoir  des  expressions  plus  simples 
et  plus  commodes,  regardons  toutes  les  forces 
appliquées  au  polygone  comme  étant  verticales , 
et  supposons  qu'un  des  côtés  de  ce  polygone 
soit  horizontal. 

Si  Ton  voulait  comparer  la  tension  t  d'un 
côté  quelconque  à  la  tension  a  du  côté  hori- 
zontal d'où  Fon  part,  on  imaginerait  ces  deux 
côtés  prolongés  jusqua  leur  rencontre,  et  Ion 
supposerait  en  ce  point  une  force  verticale  V 
égale  à  la  somme  des  puissances  appliquées  sur 
les  nœuds  intermédiaires,  et  qui  ferait  équi- 
libre aux  deux  tensions  a  et  /. 
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On  aura  donc^  en  nommant  9  llnclinaison 
de  la  tension  t  sur  la  tension  horizontale  a, 

t  :  a  y.  1  :  cos  <p , 

ou  ^  =  rt  séc  ç  :  d'où  Ion  voit  que ,  dans  réqui- 
libre  d'un  poljgone  funiculaire  lire  par  des  puis- 
sances verticales  y  la  tension  de  chaque  coté  est 
proportionnelle  à  la  sécante  de  l'angle  que  fait 
ce  côté  avec  r horizon. 
'  On  aurait  ensuite 

f  :  V  :  :  I  :  sin  9  ; 

ce  qui  donne  la  tension  d  un  côté  quelconque 
exprimée  par  son  inclinaison  sur  le  côté  hori- 
zontal j  et  par  la  somme  des  puissances  paral- 
lèles qui  agissent  entre  ces  deux  côtés. 

On  aurait  enfin  (ce  qui,  d'ailleurs,  est  une 
suite  des  deux  proportions  précédentes) 

V  :  a  ::  sinç  :  cos 9, 

ou  V  =  atang9;  d'où  l'on  tire  ce  théorème 
relatif  à  la  figure  que  prend  ie  polygone  en 
vertu  des  forces  appliquées  :  la  tangente  de  l'in- 
clinaison de  chaque  côté  sur  l'horizon  est  pro^ 
portionnelle  à  la  somme  des  puissances  verticales 
appliquées  sur  le  contour,  depuis  le  côté  le  plus 
bas  jusqu'à  celui  que  l'on  considère. 
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De  la  Chaînette, 

220.  On  peut  coasidérer  une  corde  pesante 
comme  un  fil  char{][é  d^une  infinité  de  petits 
poids    distribués   sur   toute    sa   longueur ,   ou 
comme  un  fil  sollicité  en  tous  ces  points  par 
de  petites  forces  verticales ,  et,  par  conséquent , 
parallèles.  On  voit  donc  que  si  cette  corde  est 
attachée  à  deux  points  fixes  S  et  T  (fig.  78),  Fig.  7». 
elle  ne   peut  demeurer  en  équilibre ,  à  moins 
qu'elle  ne  soit  tout  entière  dans  un  plan  ver- 
tical. Elle  forme  alors  un  polygone  fimiculaire 
d'une  infinité  de   côtés,   ou  plutôt  une  ligne 
courbe  que  Ton  nomme  la  chaînette. 

Pour  trouver  les  efforts  que  la  corde  exerce 
sur  les  deux  points  S  et  T  qui  la  soutiennent , 
on  mènera  à  la  courbe  en  ces  points  deux  tan- 
gentes SO,  TO,  qui  seront  comme  les  pro- 
longements des  derniers  côtés  du  polygone 
funiculaire  ;  appliquant  ensuite  au  point  O 
une  force  égale  à  la  résultante  de  toutes  les 
forces  qui  la  sollicitent ,  c'est-à-dire  égale 
au  poids  total  de  la  corde,  on  décomposera 
cette  force  en  deux  autres  dirigées  suivant 
les  tangentes  OS,  OT  ,  et  qui  exprimeront  les  ^ 
charges  respectives  des  deux  points  de  suspen- 
sion (218). 

On   trouverait   de  même  la  tension   de  la 
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corde  en  un  point  quelconque,  en  imaginant 
que  ce  point  est  fixe ,  et  en  cherchant,  comme 
ci-dessus,  la  charge  qu'il  éprouve  par  le  poids 
du  reste  de  la  corde  qui  demeure  en  équilibre 
au-dessous. 

Au  reste,  si  i*on  nomme  t  la  tension  en  un 
point  quelconque  M  de  la  chaînette ,  a  celle 
qui  a  lieu  au  point  B  le  plus  bas,  V  le  poids  de 
lare  s.  compris  entre  ces  deux  points ,  et  cp  langle 
formé  avec  la  ligne  horizontale  par  la  tangente 
à  l'extrémité  de  Tare  s ,  on  aura  entre  ces  quatre 
quantités  les  nlêmes  équations  qu'au  n**  2 19. 

On  voit  donc,  par  la  première  équation 
t  =  a  séc  (p  ,  que ,  dans  une  corde  pesante  en  équi- 
libre ,  la  tension  en  chaque  point  varie  comme  la 
sécante  de  l'inclinaison  de  la  courbe  sur  la  li- 
gne horizontale. 

Par  la  seconde  équation  V  =  t  sin  y  ,  on 
voit  que  la  tension  à  l'extrémité  d'un  arc  quel- 
conque de  la  corde  est  égale  au  poids  de  cet  arc 
divisé  par  le  sinus  de  l'inclinaison  de  la  corde  en 
ce  point. 

Et  ion   doit  remarquer  que   ces  équations 
ont  lieu,  quelle  que  soit  Tinégalité  de  la  corde 
*ou  chaîne  pesante  que  Ton  considère. 

Si  la  chaîne  est  uniforme,  on  peut  repré- 
senter le  poids  V  de  Tare  s  par  la  longueur 
de  cet  arc  lui-même ,,  et  la  troisième  équation 
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devient  s  =  a  tangf  :  équation  très- simple  de  la 
chaînette  entre  les  coordonnées  5  et  cp. 

Ainsi,  la  chaînette  est  une  courbe  telle,  que  la 
tangente  de  son  inclinaison  sur  un  axe  horizontal 
augmente  comme  la  longueur  de  tare,  à  partir  du 
point  le  plus  bas. 

Cette  courbe  est  donc  la  même  à  gauche  et  à 
droite  de  Taxe  vertical  qui  passe  par  le  som- 
met B,  et,  comme  la  parabole,  elle  a  deux 
branches  égales  qui  s  étendent  à  l'infini. 

Il  est  même  aisé  de  voir  que  le  rayon  R 
de  la  courbure  y  est  exprimé  par  R  =  a  :  cos^  y, 
et  qu'ainsi  il  est  réciproque  au  carré  du  cosi- 
nus de  riuclinaison  de  la  courbe  sur  son  axe 
horizontal. 

Car,  en  considérant  une  courbe  comme  un 
polygone  d'une  infinité  de  côtés  égaux  c,  on  a, 
pour  le  rayon  R  du  cercle  décrit  sur  deux  côtés 
consécutifs  comme  cordes, 

R  =  c  :  2  sin  g , 

en  nommant  as  langle  extérieur  du  poly- 
gone (216). 

Or,  ç  étant  Tinclinaison  du  premier  côté,  et, 
par  conséquent,  f-h  m  étant  celle  du  second  ^ 
on  a  ici  par  les  deux  équations  s  =  a  tang  y  et 
s-h  c  =  a  tang  (y  +  2  £),  l'équation 

c  =  a  [tang  (  y  4-  2  £)  —  tang  ç  \, 
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expression  qu'on  peut  ramener  à  celle-ci  ; 

2  sin  e  .  cos  s 
c  =;  G  • • 

COStf  .  C08(^  4-2  6) 

On  a  donc 

cos  s 


R  = 


2  sine  cosy  .  cos(<p -f- 2e)' 

doù  Ton  tire,  en  faisant  l'angle  extérieur  as 
égal  à  zéro  (afin  de  passer  du  polygone  à  la 
courbe  même) , 

cos'  <p 

Ce  qu  il  fallait  démontrer. 

221.  Ce  quon  vient  de  dire  d'une  corde 
pesante,  ou  d'un  assemblage  de  petits  corps 
pesants  unis  ensemble  par  un  fil  inextensible, 
pourrait  s'appliquer  à  plusieurs  globules  ap- 
puyés les  uns  contre  les  autres,  et  qui  se  sou- 
tiendraient mutuellement  en  voûte.  Ils  doivent 
affecter  alors  la  forme  d'une  chaînette  ren- 
versée; car,  si  tous  ces  globules,  à  cause  de 
leur  impénétrabilité  mutuelle ,  sont  en  équi- 
libre en  vertu  de  leur  poids  ou  des  forces 
verticales  qui  les  sollicitent,  il  est  clair  qu'ils 
demeureraient  encore  en  équilibre,  si  ces 
forces  venaient  à  agir  en  sens  contraire , 
pourvu  qu'alors  on  supposât  tous  ces  globules 
liés  deux    à    deux     par    un    fil    inextensible  ; 
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mais  alors  ce  fil  formerait  une  chaînette  ren- 
versée :  donc  il  a  actuellement  cette  figure. 

C'est  encore  la  figure  que  prendrait  une 
voile  verticale  enflée  par  le  vent  ;  car,  consi- 
dérez dans  cette  voile  une  section  quelconque 
horizontale  5  que  nous  regarderons  comme  un 
polygone  d'une  infinité  de  côtés  égaux  :  il  est 
visible  que  le  nombre  des  molécules  d'air  qui 
viennent  rencontrer  un  de  ces  côtés  est  pro- 
portionnel ,  non  pas  à  la  longueur  c  de  ce  côté , 
mais  à  sa  projection  c  .  cos  9  sur  une  perpendi- 
culaire à  la  direction  du  vent.  Ainsi,  la  force 
qui  vient  sur  chaque  élément  de  la  courbe  5  est 
proportionnelle  au  cosinus  de  son  inclinaison  <p 
à  la  perpendiculaire  dont  il  s'agit.  Mais  cette 
force  n'agit  pas  tout  entière  sur  la  voile  :  car, 
à  la  rencontre  du  côté  c,  la  vitesse  v  de  chaque 
molécule  d'air  se  décompose  en  deux  :  Tune 
V  sin  f  parallèle  à  c ,  et  qui  ne  tend  qu'à  faire 
glisser  cette  molécule  sur  la  voile  sans  y  produire 
aucun  effet;  l'autre  i;cos  <p  perpendiculaire  au 
côté  c,  et  qui  seule  agit  pour  tendre  cette  voile. 
La  force  normale  qui  presse  chaque  élément  de 
la  courbes  est  donc  proportionnelle  à  cos^  (p. 

Mais  une  courbe  étant  tenue  en  équilibre 
par  des  forces  normales  appliquées  en  tous 
ses  points  équidistants ,  chacune  d'elles  (216) 
est  réciproque  au  rayon  de  la  courbure  dans 
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le  poiat  où  cette  force  est  appliquée  :  et  vice 
versa,  ce  rayon  est  réciproque  à  la  force.  Or 
ici  la  force  est  proportionnelle  àcos^y  :  donc 
une  section  quelconque  horizontale ,  faite 
dans  une  voile  verticale  enflée  par  le  vent, 
est  de  telle  nature  que  le  rayon  osculateur  y 
est  réciproque  au  carré  du  cosinus  de  Fincli- 
naison  de  la  courbe  sur  une  perpendiculaire  à 
la  direction  du  vent  :  ce  qui  est  précisément 
une  chaînette  dont  Taxe  serait  dans  cette  di- 
rection (220). 

Des  Poulies  et  des  Moufles. 

222.  Considérons  maintenant  un  système  de 
Fie-  79-  poulies  mobiles  A,  A',  A"  [fig.  -jq).  La  pre- 
mière A ,  qui  soutient  un  poids  P  attaché  à  sa 
chape,  se  trouve  embrassée  par  une  corde  dont 
l'une  des  extrémités  F  est  fixe,  tandis  que  l'au- 
tre est  attachée  à  la  chape  de  la  poulie  sui- 
vante A'  ;  cette  seconde  poulie  est  de  même  em- 
brassée par  une  corde  dont  Tune  des  extrémités 
F'  est  fixe,  tandis  que  l'autre  est  attachée  à  la 
chape  de  la  troisième  poulie  A";  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  la  dernière ,  dont  le  cordon ,  arrêté  d  une 
part  à  un  point  fixe  F",  est  tiré  de  lautre  par 
une  puissance  Q. 

Si  tout  le  système  est  en  équilibre,  chaque 
poulie  est  en  équilibre  d'elle-même,  en  vertu 
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des  forces  ou  des  tensions  qui  agissent  sur  elle. 
Ainsi ,  nommant  r,  r',  r"  les  rayons  respec- 
tifs des  poulies;  c,  c',  c''  les  sous-tendantes 
des  arcs  embrassés  par  les  cordons;  X  la  ten- 
sion du  premier  cordon;  Y  celle  du  suivant; 
on  aura ,  pour  1  équilibre  de  la  poulie  A  (  185), 

X  ;  p  :  :  r  :  c. 

On  aura  de  même  pour  1  équilibre  de  la  pou- 
lie A', 

Y  :X  ::  r'  :c'; 

et  pour  la  troisième  A", 

Q  :  Y  ::  r"  :  c'; 

en  multipliant  par  ordre,  il  viendra 

Q  :  P  ::  rr'r"  :  cc'c"\ 

c'est-à-dire,  la  puissance  est  à  la  résistance 
comme  le  produit  des  rayons  des  poulies  est  au 
produit  des  sous-tendantes  des  arcs  embrassés  par 
tes  cordons. 

223.  Si  tous  les  cordons  deviennent  paral- 
lèles (Jig.  80),  les  sous-tendantes  c,  c\  c"  de-Fig.  80. 
viennent  égales  aux  diamètres  2  r,  2  r',  2  r",  et 
Ion  a,  en  divisant  les  deux  termes  du  dernier 
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une  puissance,  est  attachée  au  cylindre  du 
second  tour  A'.  La  roue  de  celui-ci  est  de 
même  tirée  par  une  corde  qui  passe  sur  le 
cylindre  du  troisième  tour  A"  ;  et  ainsi  de  suite 
jusqu'au  dernier,  dont  la  roue  est  tirée  par  la 
puissance  Q. 

Si  le  système  est  en  équilibre,  chaque  tour 
est  en  équilibre  de  lui-même,  en  vertu  des 
tensions  des  cordons  qui  sollicitent  le  cylindre 
et  la  roue.  Ainsi ,  en  nommant  X  la  tension  du 
cordon  qui  va  du  premier  tour  au  second ,  on 
aura  (186) 

X  :  p  ::  r:  R; 

en  nommant  Y  celle  du  cordon  suivant,  on 
aura 

Y  :  X  ::  r'  :  R', 

et  de  même  pour  le  dernier  tour, 

Q:  Y  ::  r"  :  R% 

et  multipliant  par  ordre , 

Q  :  P  ::  rr'r'  :  RR'R"; 

c'est-à-dire,  la  puissance  est  à  la  résistance  comme 
le  produit  des  rajons  des  cylindres  est  au  produit 
des  rajons  des  roues. 
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Des  Roues  dentées. 


i 


226.  Si  ïati  rapproche  tous  ces  tours,  de 
manière  que  la  i*ue  du  premier  devienne  tan- 
;;ente  au  cylindre  du  second ,  et  que  la  roue  de 
celui-ci  soit  tangente  au  cylindre  du  troisième, 
et  ainsi  de  suite;  et  si  Ion  suppose  que  chaque 
roue  s  engage  au  cylindre  contigu ,  de  telle  sorte 
qu  elle  ne  puisse*  tourner  sans  faire  tourner  ce 
cylindre,  et  réciproquement,  on  pourra  sup- 
primer les  cordes  qui  lient  tous  ces  tours,  et 
Ion  aura  toujours  le  même  rapport  que  ci«-dessus 
entre  la  puissance  et  la  résistance. 

Pour  engager  solidement  chaque  roue  avec 
Ifî  cylindre  du  tour  suivant  [Jig.  85),  on  pra- Fig.  85» 
tique  à  leurs  circonférences  des  dents  égale- 
ment espacées,  qui  engrènent  les  unes  dans 
les  autres,  de  manière  que  chaque  roue,  qu  on 
nomme  alors  roue  dentée ^  ne  peut  tourner  sur 
son  axe,  sans  que  le  cylindre,  quon  nomme 
alors  pignon,  ne  tourne  en  même  temps  sur 
le  sien. 

On  a  donc,  pour  l'équilibre  de  deux  forces 
qui  réagissent  Tune  sur  l'autre  au  moyen  des 
roues  dentées  :  la  puissance  est  à  la  résistance 
comme  le  produit  des  rajons  des  pignons  est  au 
pivduit  des  rayons  des  roues. 

Statique  P.  2i 
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Du  Cric. 


227.  On  considère,  dans  le  cric  simple,  un 
pignon  que  Ton  fait  tournei>»  sur  son  axe  au 
Fig.  86.  moyen  d  une  manivelle  {Jig.  86)  :  ce  pignon 
engrène  avec  une  barre  inflexible  dentée,  de 
manière  qu'en  tournant  sur  son  axe ,  il  oblige 
la  barre. à  se  mouvoir  dans  le  sens  de  sa  lon- 
gueur. En  supposant  donc  une  résistance  qui 
s'oppose  directement  au  mouvement  de  cette 
barre,  résistance  que  l'on  peut  considérer 
comme  une  force  perpendiculaire  à  l'extré- 
mité du  rayon  du  pignon,  il  est  visible  que 
Ion  aura  :  la  puissance  appliquée  à  la  mani' 
velle  est  à  la  résistance,  dans  le  sens  de  la  barre, 
comme  le  rayon  du  pignon  est  au  rayon  de  fa 
manivelle. 

D'où  l'on  voit  que  l'effort  exercé  par  le  cric 
sera  d'autant  plus  considérable,  que  le  rayon  du 
pignon  sera  plus  petit  par  rapport  à  celui  de  la 
manivelle. 

liOrsqu'on  veut  augmenter  encore  la  force  du 
cric,  sans  augmenter  le  bras  du  levier  de  la 
manivelle  et  sans  diminuer  le  rayon  du  pignon, 
au  lieu  de  faire  agir  immédiatement  ce  pignon 
sur  la  barre  dentée,  on  le  fait  agir  sur  une  roue 
dentée  intermédiaire,  et  c'est  le  pignon  de  cette  • 
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roue  qui  engrène  avec  la  barre.  Alors  on  a 
pour  l'équilibre  :  la  puissance  appliquée  à  la 
manivelle  est  à  la  résistance,  dans  le  sens  de  la 
barre,  comme  le  produit  des  rayons  des  deux  pi- 
gnons  est  au  produit  du  rayon  de  la  roue  par  le 
rayon  de  la  manivelle. 

De  la  Fis  sans  fin, 

228.  On  peut  encore  considérer  une  vis  mo- 
bile autour  de  son  axe,  et  dont  le  filet  mène  les 
dents  successives  d'une  roue  à  laquelle  il  se  pré- 
sente toujours  d  une  manière  uniforme  ;  et  c  est 
ce  qui  compose  la  vis  sans  fin. 

Par  l'équilibre  de  la  vis,  on  voit  i^fig,  87)?!^.  87. 
que  la  puissance  Q,  appliquée  à  la  manivelle 
dont  le  rayon  est  R ,  est  à  leffort  /,  avec  lequel 
le  filet  presse  la  dent  de  la  roue ,  comme  le  pas 
h  de  la  vis  est  à  la  circonférence  a  wR ,  que  tend 
à  décrire  la  puissance;  et  Ion  a 

Q  :/::  h  :  irs^. 

Actuellement,  si  cette  roue  dentée,  dun 
rayon  A,  fait  tourner  un  cylindre  de  même 
axe,  et  monter  un  poids  P,  suspendu  au  bout 
d'une  corde  qui  s'enroule  sur  ce  cylindre,  on 
aura  par  Téquilibre  du  treuil,  en  nommant  a 
le  rayon  du  cylindre , 

21  . . 


i 
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/:  P  ;:  a  :  a, 

et  multipliant  par  ordre, 

Q:P  ::  ah:  azsyR.A; 

c est-à-dire,  la  puissance  est  au  poids  comme 
le  produit  du  pas  de  la  vis  par  le  rayon  du 
treuil  est  au  produit  du  rayon  de  la  roue  den- 
tée par  la  circonférence  que  tend  à  décrire  la 
puissance. 

Dune  machine  nouvelle  quon  a  nommée  le 
Genou. 

229.  Cette  machine  est  composée  de  deux 
Fig.  88  barres  ou  verges  roides  AO,  BO  (Jîg.  88  et  89), 
^^  ^'  jointes  en  O  par  une  charnière  sur  laquelle 
elles  peuvent  tourner  comme  les  deux  branches 
d'un  compas.  L'extrémité  A  de  la  première  est 
liée  par  une  autre  charnière  à  une  barre  iné- 
branlable AC ,  de  sorte  que  cette  branche  AO 
est  comme  un  levier  dont  lappui  fixe  est  au 
point  A;  mais  1  extrémité  B  de  la  seconde 
branche  ne  fait  que  poser  sur  la  barre  iné- 
branlable, ou  plutôt  elle  est  contenue  dans  la 
rainure  fixe  AG ,  le  long  de  laquelle  elle  peut 
glisser  librement. 

Par  la  nature  même  de  cet  assemblage,  il 
est  évident   que,  si  une   puissance   agit  pour 
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faire  tourner  la  branche  OA  autour  du  point 
A ,  et  rapprocher  ainsi  le  point  O  de  Taxe  fixe 
AG,  l'angle  O  du  genou  tend  à  s'ouvrir,  et  le 
point  B  tend  à  s'éloigner  de  A  en  glissant  dans 
la  rainure  AC.  Donc,  si  Ton  applique  en  B  une 
force  convenable  en  sens  contraire ,  elle  fera 
équilibre  à  la  puissance;  et  c'^st  dans  le  rap« 
port  de  ces  deux  forces  que  consiste  la  loi  de 
cette  machine ,  qui  dépend,  comme  on  voit, 
de  la  théorie  du  levier  et  du  plan  incliné. 

Au  lieu  d'appliquer  immédiatement  la  puis- 
sance P  à  la  branche  OA ,  on  l'applique  ordi- 
nairement à  une  barre  mn  solidement  liée  avec 
elle  ;  et  c'est  à  l'aide  de  cette  barre  mn  qu'on 
agit  sur  le  genou  ,  pour  exercer  en  B  ,  le  long 
de  la  rainure,  l'effort  Q  ou  la  pression  qu'on 
veut  produire. 

Supposons  donc  que  la  puissance  P  agisse  au 
point  n,  perpendiculairement  à  la  distance  An, 
ce  qui  est  la  position  la  plus  favorable  à  l'ac- 
tion de  cette  puissance,  et  réduisons  toute  la 
figure  aux  lignes  droites  OA,  OB,  AG ,  An,  qui 
sont  toutes  dans  un  même  plan  avec  les  direc- 
tions des  forces  appliquées. 

Si  l'on  considère  d'abord  cette  puissance  P 
qui  tend  à  faire  tourner  le  levier  AO  autour 
du  point  A ,  et  qu'on  cherche  avec  quelle  force 
X  elle  pousse  le  point  O,  et,  par  conséquent, 
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le  point  B,  dans  le  sens  OB,  on  verra,  par  la 
loi  du  levier,  que  ces  deux  forces  P  et  X  sont 
entre  elles  comme  leurs  bras  de  levier  Kh  et 
An;  de  sorte  qu'on  aura  P  :  X  ::  AA  :  An;  ou 
si  Ton  fait,  pour  abréfjer,  le  bras  An  =  r,  le 
côtéAO  =  a,  et,  par  conséquent,  A/i  =  a  sinO; 
en  désignant  par  O  Tangle  du  genou,  on  aurs^ 
plus  simplement 

P  :  X  :  :  a  sin  O  :  r. 

Actuellement ,  cette  force  X ,  qui  pousse  B  vei^ 
le  plan  incliné  AC  ,  est  à  la  force  Q ,  qui  retient 
ce  point  le  long  du  même  plan,  comme  le 
rayon  est  au  cosinus  de  Tinclinaison  OBA  ;  de 
sorte  qu'en  nommant  B  cet  angle,  on  a 

X:  Q  ;:  I  :  cosB; 

et,  multipliant  par  ordre,  il  vient 

P  :  Q  ::  asinO  :  rcosB, 

proportion  qui  contient  la  loi  cherchée  de  Té-» 
quilibre  du  genou. 

250.  On  pourrait  encore  présenter  la  dé-^ 
monstration  précédente  d'une  manière  aussi 
simple  et  plus  conforme  à  la  méthode  générale 
indiquée  à  la  fin  du  n°  209;  car,  le  système 
étant  supposé  en  équilibre ,  chaque  partie  doit 
être  en  équilibre  d'elle-même,  en   vertu  dea 
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forces  appliquées  et  de  la  réaction  quelle 
éprouve  de  la  part  des  autres  parties.  Ainsi,  le 
levier  OA  doit  être  en  équilibre  en  vertu  de  la 
puissance  P  et  de  Faction  X  du  point  B  sur  le 
point  O  de  ce  levier,  action  qui  ne  peut  avoir 
lieu  que  dans  le  sens  BO,  et  Ton  a 

P  :  X  ::  asinO  :  r. 

Maintenant  le  point  B  doit  être  en  équilibre  de 
lui-même ,  en  vertu  de  la  force  Q  qui  le  tire 
le  long  du  plan  BA ,  et  de  la  réaction  du  point 
O  qui  le  pousse  suivant  OB  contre  ce  même 
plan  ;  et  comme  cette  réaction-  est  encore  égale 
à  X  9  on  a ,  par  la  théorie  du  plan  incliné , 

X  :Q  ::  1  :  cosB, 

ce  qui  redonne,  en  multipliant  par  ordre,  la 

même  proportion  trouvée  ci-dessus  ;  d  où  Ion 

tire 

^^ P/"  cos  B 

'^        ^  sin  6 

pour  lexprcssion  de  l'effort  Q  exercé  par  la 
puissance. 

Remarque, 

251.  A  mesure  que  langle  B  diminue,  langle 
0  du  genou  augmente;  le  facteur  cos  B  croît 
donc  sans  cesse  vers  l'unité,  et  le  facteur sinO 
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diminue  vers  zéro,  de  manière  qu'ils  peuvent 
approcher  de  ces  limites  daussi  près  qu'on 
voudra.  Or,  la  résistance  Q  étant  proportion- 
nelle k  cosB  et  réciproque  à  sinO,  on  voit, 
par  cette  double  raison,  que  la  force  Q  aug- 
mente à  mesure  que  les  deux  côtés  du  genou 
s  approchent  d  être  en  ligne  droite,  et  qu'à  cette 
limite  elle  serait  infinie  :  ce  qui  veut  dire 
qu'elle  augmente  sans  bornes ,  et  qu  ainsi  la 
pression  exercée  par  le  genou ,  dans  le  sens  de 
la  rainure,  peut  devenir  plus  grande  que  toute 
pression  donnée. 

On  voit  encore  que  la  puissance  a  d  autant 
plus  d'avantage,  que  le  côté  AO  =  a  est  plus 
court ,  et  que  le  bras  du  levier  An  =  r  est  plus 
considérable.  Par  cette  dernière  raison ,  il  y 
aura  de  lavantage ,  pour  une  même  longueur  de 
la  barre  mn  ,  à  implanter  cette  barre  sur  le  côté 
le  plus  près  qu'on  pourra  de  Tangle  du  genou. 
Si  la  puissance  P,  au  lieu  d'agir  perpendi- 
culairement sur  la  ligne  An ,  agissait  sous  un 
autre  angle  quelconque  dans  le  même  plan ,  il 
faudrait  prendre,  pour  le  bras  de  levier  r,  la 
distance  de  cette  force  au  point  fixe. 

S'il  y  avait  plusieurs  forces  pour  faire  tour- 
ner le  levier  AO,  il  faudrait  mettre  dans  l'équa- 
tion précédente,  au  lieu  du  moment  Pr,  la 
somme  des  moments  de  toutes  ces  forces. 
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Du  Genou  isocèle. 

232.  Supposons  que  le  triangle  AOB  soit 
isocèle,  et  qu^ainsi  les  angles  A  et  B  soient 
égaux  :  Tangle  O  devient  le  supplément  de  aB, 
et  Ton  a  sin  0=  2  sinB  cosB.  La  proportion 
donnée  plus  haut  pour  1  équilibre  devient  donc 

P  :  Q  ::  aa  sinB  :  r, 

ou  bien,  si  Ton  aime  mieux  introduire  dans  la 
proportion  langle  O  des  deux  côtés  du  genou , 

comme  Tangie  B  est  complément  de  -,  on  aura 

sin  B  =  cos  -  ,    ou   simplement ,  sin  B  =  cos  f , 

en  faisant,  pour  simplifier,  -  =  y  ,  et  la  pro- 
portion sera 

P  :  Q  ::  îia  cos  y  :  r, 

ce  qui  donne  une  expression  très-simple  de  la 
loi  de  Véquilibrc. 

Mais  on  peut  encore,  au  lieu  des  sinus  ou 
cosinus,  n'employer  que  des  lignes. tirées  de  la 
construction  de  la  machine  ;  car  il  est  évident 
que  le  terme  îtasinB,  ou  2  a  cos  y,  vaut  deux 
fois  la  flèche  OI  =/  d'un  arc  de  cercle  qui 
serait  conduit  par  AOB.  Donc,  si  Ion  voulait 
nommer  simplement  cette  ligne  OI  la  flèche  du 
genou,  la  loi  de  Téquilibre  pourrait  s'énoncer 
de  la  manière  suivante  : 


33o  ÉLÉMENTS 

Daîis  l'équilibre  du  genou  dont  les  cotés  sont 
égaux  y  la  puissance  qui  tend  à  faire  tourner  le 
premier  côté  autour  de  son  extrémité  fixe  est  à  la 
résistance  que  i extrémité  mobile  du  second  côté 
éprouve  dans  le  sens  de  la  rainure,  comme  le 
double  de  la  flèche  du  genou  est  au  bras  du  levier 
par  lequel  agit  la  puissance. 

233.  J^ai  fait  abstraction  du  poids  des  par- 
tics  de  la  niachtne,  mais  il  est  bien  aisé  dy 
avoir  égard.  Et  d'abord ,  la  barre  AC  étant  sup- 
posée fixe ,  son  poids  G  ne  change  en  rien  la 
proportion  trouvée  pour  lequilibre;  il  ne  fait 
qu'ajouter  à  la  pression  de  cette  barre  sur  ses 
appuis.  Mais  le  poids  de  la  première  branche 
AO,  que  je  représente  par  a/?,  favorise  Faction 
de  la  puissance  ;  et  si  Ton  suppose,  par  exemple, 
que  Taxe  AC  soit  vertical,  et  la  branche  AO 
dune  grosseur  uniforme,  de  manière  que  son 
centre  de  gravité  tombe  au  milieu  de  AO ,  il  est 
évident  que  le  poids  ip  ajoute  au  moment  Pr 
de  la  puissance  le  moment  pf  Enfin ,  le  poids 
ip  de  la  seconde  branche  BO,  que  je  suppose 
égal  et  appliqué  de  même  au  milieu  de  BO, 
•  peut  se  décomposer  en  deux  forces  égales, 
Tune  p  appliquée  en  O ,  Tautre  p  appliquée 
en  B  en  sens  opposé  de  Q.  Or  la  première 
force  j9,  à  la  distance  /  du  point  fixe,  ajoute 
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encore  au  moment  de  la  puissance  le  moment 
pf^  et  la  seconde,  appliquée  en  B,  diminue  la 
force  Q  de  p. 

Ainsi,  l'équation  de  1  équilibre ,  qui  était 

P.r  =  Q.a/, 
devient,  quand  on  a  égard  au  poids  de  la  ma- 
chine , 

P.r  +  p/+;î/-={Q-p)2/, 

ce  qui  donne 

P.r=(Q-ap)2/; 

d*où  Ton  voit  que  le  poids  de  la  machine ,  dans 
la  situation  que  je  lui  ai  donnée,  augmente 
leffort  Q  d'une  quantité  7,p  égale  à  la  moitié  du 
poids  des  deux  branches  mobiles  du  genou. 

Des  pressions  exercées  sur  les  appuis. 

234.  Quant  aux  pressions  que  souffre  Taxe 
fixe  A  G ,  tant  en  vertu  des  forces  appliquées 
que  du  poids  de  la  machine,  voici  comment 
on  peut  les  calculer. 

Premièrement,  cet  axe  est  pressé  au  point  B 
par  une  force  perpendiculaire  V,  résultante  de 
X  et  de  Q  —  p,  et  dont  la  valeur  est  exprimée 
par  (Q  —  p)  cot  9. 

En  second  lieu  ,  le  point  fixe  A  est  pressé  par 
le  poids  G  de  la  baire  AG  et  par  la  résultante 
de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  la  branche 


332  ÉLÉMENTS 

AO ,  et  qu'oD  transporterait  parallèlement  à 
elles-mêmes  au  point  A.  Or ,  qu  on  décompose 
d'abord  chacune  de  ces  pressions  en  deux  au- 
tres, lune  dirigée  dans  Taxe  AC,  l'autre  per- 
pendiculaire au  même  axe,  on  aura,  pour  les 
deux  composantes  de  P,  Pcosw  et  Psinw, 
w  étant  Tinclinaison  de  P  sur  AC  ;  pour  les  deux 
composantes  de  X ,  on  aura  (  Q  —  p)  et  V  ;  enfin, 
pour  les  deux  poids  ip  et  p  transportés  en  A, 
on  aura  la  force  3p  dirigée  suivant  l'axe  AC. 
Donc,  en  réduisant,  le  point  A  souffrira,  dans 
le  sens  de  Taxe  AC,  une  pression  a  égale  à 
G -f- Pcosw  —  Q -1- 4/^;  et  dans  une  direc- 
tion perpendiculaire,  une  pression  ]3  égale  à 
Psinw -H  (Q  — /:>)cotç>.  De  sorte  que  la  pres- 
sion totale  du  point  fixe  sera  exprimée  en  gran- 
deur par  \/a"  -f-  j3*,  et  sera  inclinée  sur  l'axe  AC 

d  un  angle  dont  la  tangente  sera  ^  • 

Ainsi,  l'on  saura  avec  quelle  force  Taxe  du 
genou  doit  être  retenu  en  A  et  en  B,  pour  n'être 
pas  entraîné  par  l'action  combinée  des  forces 
appliquées  et  du  poids  de  la  machine. 

235.  J'ai  cru  devoir  expliquer  cette  machine 
nouvelle  avec  assez  de  détail,  parce  quelle  ma 
paru  ingénieuse,  et  qu'elle  n'est  encore  démon- 
trée nulle  part.  Elle  est  à  peu  près  du  même 
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genre  que  la  vis,  mais  d'une  construction  beau- 
coup plus  simple  :  on  peut  s'en  servir  de  la 
même  manière,  pour  exercer,  à  raida- d une 
puissance  médiocre,  des  pressions  très-consi- 
dérables, on  pour  former  sur  certains  corps 
de  fortes  et  vives  empreintes. 

Sur  un  ancien   paradoxe  de   Statique  relatif  à 
la  théorie  des  moments, 

236.  La  loi  du  levier,  comme  on  la  vu  plus 
haut,  et  comme  on  le  sait  depuis  longtemps, 
est  que  les  deux  forces  appliquées  soient  réci- 
proques à  leurs  distances  au  point  d appui,  et 
qu*ainsi  les  moments  de  ces  forces  soient  égaux 
entre  eux  pour lequilibre.  • 

Or  il  y  a  une  machine  singulière ,  dont  l'idée 
est  due  à  Roberval ,  et  qui  présente  une  espèce 
de  levier  où  deux  poids  égaux  se  font  toujours 
équilibre ,  quoiqu'on  les  suspende  à  des  bras  de 
levier  quelconques  inégaux  ;  et  de  là  résulte , 
dans  la  théorie  des  moments ,  une  espèce  de  pa- 
radoxe ,  qu  on  a  tâché  de  résoudre  par  une  cer- 
taine décomposition  de  forces,  mais  dont  il  me 
semble  qu'on  n'a  point  encore  donné  la  véri- 
table explication.  (Fq^^ez  l'article  de  d*Alembert, 
au  mot  Levier  dans  VEncjrclopédie.  ) 

Cependant  on  pouvait  reconnaître  d'abord 
que  ce  cas  d'équilibre  n'a  rien  de  contraire 
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à  la  loi  générale  du  levier;  car  la  machine  de 
Roberval  n  est  point  un  véritable  levier,  c  est-à- 
dire  un  corps  ou  une  verge  roide  mobile  autour 
d*un  seul  point  fixe  :  c'est  un  assemblage  ou  sys- 
tème  de  figure  variable^  dans  lequel  il  y  a  deux 
points  fixes ,  et  où  il  n'est  pas  du  tout  surpre- 
nant que  la  condition  de  l'équilibre  soit  tout 
autre  que  dans  le  levier  simple.  Ainsi ,  par  cette 
seule  distinction  que  nous  avons  établie  entre 
une  machine  simple  et  une  machine  composée , 
le  paradoxe  s  évanouit.  Mais  on  n  avait  point 
encore  une  définition  bien  précise  des  ma- 
chines, ni  surtout  une  idée  nette  des  moments^ 
efforts  d  un  certain  genre  que  les  couples  seuls 
ont  mis  en  évidence»,  et  pour  ainsi  dire  rendus 
sensibles  dans  toute  la  mécanique.  Et,  en  effet, 
par  cette  théorie  des  couples,  la  machiné  de 
Roberval  n'offre  pas  même  de  difficulté  :  car,  à 
Ydide  des  deux  points  fixes  qui  existent  dans  le 
système ,  il  peut  très-bien  arriver  que  chacun 
des  couples  qui  viennent  des  deux  forcés  appli* 
quées  se  trouve  séparément  détruit  par  la  ré- 
sistance de  ces  points,  et  que,  dans  une  pa- 
reille machine,  le  rapport  des  moments  soit 
tout  à  fait  arbitraire.  C'est,  en  effet,  ce  qui  a 
lieu ,  comme  on  va  le  voir  tout  à  l'heure  :  et  ce 
cas  singulier  d'équilibre ,  loin  d'offrir  un  para- 
doxe, n^est   qu'une   nouvelle  confirmation  de 
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nos  principes;  et  je  nç  m'y  arrête  un  instant 
que  pour  en  donner,  par  les  couples,  la  dé- 
monstration la  plus  claire,  et  peut-être  la  seule 
exacte  quon  en  ait  encore  présentée  jusqu'ici. 

De  la  Balance  de  RobervaL 

257.  Imaginez  quatre  règles  deux  à  deux, 
égales  et  parallèles ,  et  formant  un  parallélo- 
gramme kHab  [fig.  90  et  91),  dont  les  côtés  Fîg.  90 
soient  mobiles  autour  des  angles  A,  B,  a,  6,  *  ^'" 
comme  sur  des  charnières.  Supposez  que  les 
milieux  F  et /des  deux  côtés  AB,  «6,  soient 
fixes,  et,  pour  plus  de  clarté,  que  ces  deux 
points  tombent  dans  la  même  verticale  F/;  vous 
aurez  une  machine  formée  par  la  réunion  de 
deux  balances  égales  et  parallèles,  qui  se  répon- 
dent dans  un  même  plan  vertical ,  et  dont  tous 
les  mouvements  autour  de  leurs  appuis  se  sui- 
vent sans  se  nuire  en  aucune  manière  :  car  si 
lune  d'elles ,  AB  par  exemple ,  tourne  autour  de 
son  appui  fixe  F,  l'autre  ab  tourne  en  même 
temps  sur  le  sien,  dans  le  même  sens  et  d'une 
même  quantité  angulaire;  et  le  parallélo- 
gramme ABa6  prend  toutes  les  figures  qu'il  peut 
affecter,  en  changeant  ses  angles ,  sans  changer 
la  longueur  de  ses  côtés. 

Si  donc,  à  Tun  de  ces  leviers  tel  que  AB,  et 
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en  des  points  quelconques  de  ce  levier,  ou 
même  de  son  prolongement ,  étaient  appliquées 
deux  forces  qui  se  fissent  équilibre,  il  faudrait 
nécessairement  que  ces  deux  forces  fussent  ré- 
ciproques à  leurs  distances  au  point  d  appui  F, 
comme  si  le  levier  AB  était  seul  et  parfaite- 
ment libre;  car  ce  levier  est  libre  en  effet,  puis- 
que lautre  ab  ne  fait  que  suivre,  et,  pour  ainsi 
dire ,  répéter  ses  mouvements ,  sans  y  poiter  la 
moindre  altération.  Ainsi  Jes  moments  devraient 
être  égaux  de  part  et  d'autre  autour  du  point  fixe 
F,  et  il  n  y  aurait  là  rien  qui  ne  fût  entièrement 
d'accord  avec  la  théorie. 

Mais  si,  au  lieu  d'appliquer  les  forces  ou  les 
deux  poids  P  et  Q  à  Tun  de  ces  leviers ,  on  les 
applique ,  le  premier  P,  à  une  barre  Kl  inva- 
riablement fixée  à  angle  droit  sur  le  c6té  B6  qui 
unit  les  deux  balances,  le  second  Q  à  une  barre 
GH ,  fixée  de  même  sur  le  côté  Aa,  on  trouve  que 
ces  deux  poids,  pourvu  qu'ils  soient  égaux,  se 
font  toujours  équilibre ,  quelles  que  soient  les 
longueurs  des  bras  IK  et  GH  où  ils  sont  suspen- 
dus ,  et  c'est  ce  qu'il  faut  montrer  ici  comme  une 
conséquence  toute  naturelle  de  notre  théorie  des 
moments. 

Pour  cela,  qu'on  transporte  la  force  P  paral- 
lèlement à  elle-même  de  I  en  R  dans  la  droite 
B6,  et  l'on  a  un  couple  (P,  —  P)  dont  le  bras 
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de  levier  est  IK.  Mais  ce  couple  est  détruit  par 

les  deux  points  fixes;  car  il  peut  d'abord  être 

cbaugé  en  un  autre  équivalent  d  un  bras  égal 

h  la  distance  mn  des  deux  balances  AB  et  ab; 

ensuite ,  comme  le  bras  Kl  est  invariablement 

attaché  au  côté  B6,  par  Thypothèse  même,  ce 

couple  transformé  (P',  —  P')  peut  être  tourné 

dans  son  plan,  et  appliqué  exactement  sur  le 

côté  B6.  Dans  cette  position ,  lune  des  forces 

P'  se  dirige  vers  le  point  F  qui  est  fixe,  lautre 

—  P'  se  dirige  vers  l'antre  point  fixe/,  et  le 

couple  est  détruit ,  quel  que  soit  son  moment 

P'-X  mn  ou  P  X  IK.  Ainsi,  il   ne  reste,  de  ce 

côté  de  la  machine,  que  la  force  P  transportée 

au  point  K. 

Pareillement,  la  force  Q  peut  être  trans- 
portée parallèlement  à  elle-même  de  G  en  H , 
et  le  couple  (Q,  —  Q)  qu'elle  produit,  pouvant 
être  changé  en  un  autre  (Q',  —  Q')  appliqué  sur 
le  côté  Aa,  se  trouve  détruit,  comme  le  précé- 
dent, par  la  résistance  des  deux  points  fixes. 

Il  ne  reste  donc  que  les  deux  forces  P  et  Q , 
mais  appliquées  maintenant  aux  points  K  et  H , 
ou,  si  Ton  veut,  en  B  et  A,  et  qui,  par  l'équi- 
libre de  la  balance  AB,  doivent  être  parfaite- 
ment égales  entre  elles.  Ainsi,  dans  la  balance 
de  Roberval,  la  condition  unique  pour  l'é- 
quilibre est  l'égalité  des  deux  poids,  quelles 
Statique  P.  22 
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que  soient  leurs  disiances  aux  points  d*âppui: 
Cette  machine  est  en  quelque  sorte ^  pour  les 
simples  forces,  ce  que  le  levier  ordinaire  est 
pour  les  couples  ou  moments.  Dans  Téquilibre 
du  levier,  les  deux  forces  peuvent  être  dans  un 
rapport  quelconque  ;  il  suffit  que  les  moments 
soient  égaux  :  mais ,  dans  la  balance  de  Rober- 
val  9  il  faut  que  les  forces  soient  égales,  et  c'est 
le  rapport  des  moments  qui  est  arbitraire. 

238.  Au  reste ,  ceci  n'est  qu'un  cas  particu- 
lier d'une  proposition  plus  générale;  car,  au 
lieu  de  deux  balances  AB  et  «6,  on  pourrait 
considérer  deux  leviers  égaux  et  parallèles, 
dont  les  appuis  F  et  /ne  soient  plus  au  milieu 
de  leurs  longueurs,  mais  divisent  ces  lignes 
dans  un  même  rapport  quelconque.  De  plus, 
on  pourrait  supposer  que  les  forces  P  et  Q, 
qui  agissent  sur  les  barres  IK,  GH,  ne  soient 
point  parallèles,  mais  dirigées  comme  on  vou- 
dra dans  le  même  plan.  On  démontrerait  exac- 
tement de  la  même  manière  que,  les  deux 
forces  P  et  Q  étant  transportées  parallèlement 
à  elles-mêmes  aux  deux  bouts  B  et  A  de  Fun 
des  deux  leviers  AB  de  la  machine,  les  deux 
couples  qui  naissent  de  cette  translation  sont  sé- 
parément détruits  par  les  points  fixes;  que,  par 
conséquent,  la  condition  unique  pour  Féqui- 
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libre  eit  ^ue  tes  deux  force»  appliquées  soient 
entre  elles  dans  uû  rapport  constant^  qui  ne 
dépend  point  de  leurs  distances  an  point  F, 
mUis  uniquedient  des  distances  de  ce  point  aux 
deux  parallèles  à  ces  forces^  menées  par  les 
deux  bouts  du  levier.  Ainsi ,  quand  deux  forces 
sont  une  fois  en  équilibre  sur  cette  machine , 
on  peut  les  transporter  où  Ton  veut  parallèle- 
ment à  elles-mêmes,  sans  que  Téquilibre  soit 
troablé.  Elles  réagissent  toujours  Tune  sur  Tau- 
tre  de  la  même  manière.  La  seule  chose  qui 
change  est  la  grandeur  des  couples  détruits,  et, 
par  €X>nséqnent,  la  pression  qde  souffrent  eti 
sens  Gontrafires  les  deux  points  fixes  dans  la 
direction  des  deux  leviers. 

Par  exemple,  dans  le  cas  de  P  et  Q  paral- 
lèles*  le  point  F,  outre  la  pression  verticale 
P  -+-  Q  qiill  supporte,  comnje  dans  le  levier  or- 
dinaire,  éprouve  encore ,  dans  le  sens  du  levier, 

une  pression  P'  -  Q' ,  égale  à  —^ ^j— -  ; 

et  l'autre  point  fixe/éprouve  une  pression  égale 
et  parallèle,  et  de  sens  contraire  :  de  sorte  qu'il 
y  a  ,  sur  Taxe  F/*  qui  joindrait  les  points  fixes,  un 
couple  dont  le  moment  est  P  x  Kl  —  Q  x  GH, 
c  est-à-dire  égal  à  la  différence  des  moments  des 
forces  appliquées,  et  qui  tend  à  renverser  la 
maclûne.  ^ 

22,  . 
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LÀ  COMPOSITION  DES  MOMENTS 

ET   DES   AIRES 

DANS  \A  MÉCANIQUE, 


Des  Couples. 

Dans  ma  Statique ,  j'ai  nommé  couple  Tcnsemble  de 
deux  forces  parfaitement  égales,  parallèles  et  de  sens 
opposes.  On  sait  que  ces  deux  forces  n'ont  pas  de  ré- 
sultante ,  c'est  à-dire  ne  peuvent  être  tenues  en  équi- 
libre par  aucune  simple  force  dirigée  comme  on  vou- 
dra dans  l'espace.  A  la  vérité  ,  le  calcul  qui  donne , 
pour  cette  résultante,  une  force  nulle  appliquée  à  une 
distance  infinie  des  composantes ,  ne  nous  apprend  plus 
rien  alors,  puisqu'il  donne  la  même  expression  pour 
deux  autres  forces  quelconques  égales ,  parallèles  et  de 
sens  opposés,  dont  l'effet  pourtant  n'est  pas  le  même 
que  celui  des  deux  premières;  mais  il  est  évident ^  à 
priori,  que  de  telles  forces  ne  peuvent  avoir  de  résul- 
tante unique  :  car,  si  l'on  pouvait  assigner  la  position  de 
cette  résultante  à  Tégard  de  l'une  des  forces  du  couple, 
on  lui  en  trouverait  sur-le-champ  une  autre  parfaitement 
symétrique  et  de  sens  contraire  à  l'égard  de  la  seconde  ; 
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et  elie  aurait  à  la  fois  deux  positions  différentes,  ce  qui  est 

absurde. 

L'effort  d'un  couple  ne  peut  être  contre-balancé  que 
par  celui  d*un  autre  couple.  J'ai  fait  voir  que  cet  effort  a 
pour  mesure  le  produit  de  Tune  des  forces  par  la  distance 
qui  les  sépare  ;  de  sorte  qu*en  nommant  ce  produit  le  mo- 
ment du  couple ,  deux  couples  contraires  se  font  équilibre 
quand  leurs  moments  sont  égaux. 

Composition  des  couples ,  analogue  h  la  composition  des 
forces. 

J*ai  d'ailleurs  établi  sur  les  couples  tous  les  théorèmes 
qui  correspondent  à  la  composition  des  forces  ;  et  même 
cette  proposition  (dont  on  fait  si  souvent  usage) ,  qu'une 
force  peut  être  transportée  en  un  point  quelconque  de 
sa  direction ,  trouve  ici  son  analogue ,  qui  consiste  en  ce 
qu'i^/i  couple  peut  être  transporté  partout  où  Von  voudra 
eians  son  plan,  ou  dans  tout  autre  pian  parallèle,  et 
tourné  comme  on  voudra  dans  ce  plan ,  sans  que  son  effet 
en  soit  changé. 

Ainsi,  des  couples  situés  arbitrairement  dans  le  même 
plan ,  ou  dans  des  plans  parallèles ,  sont  des  couples  de 
même  direction  ;  d'où  l'on  voit  combien  est  illusoire 
l'expression  que  donne  le  calcul  pour  la  résultante  d'un 
couple ,  puisque ,  d'après  cette  propriété ,  il  n'y  aurait 
pas  de  lieu  de  l'espace  où  l'on  ne  pût  la  supposer  ap- 
pliquée; ce  qui  n'a  plus  aucun  sens. 

Mais  la  proposition  précédente  est  principalement  utile 
danâ  la  composition  des  couples,  où  elle  permet  de  les 
rapprocher  et  de  les  disposer  entre  eux  de  la  manière 
la  plus  favorable  à  la  démonstration ,  et  nous  conduit 
par  une  voie  très-simple  aux  théorèmes  suivants  : 
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1°.  Deux  couples  situés  d'une  manière  quelconque  dans 
le  même  plan ,  ou  dans  deux  plans  parallèles ,  se  com- 
posent en  un  seul  égal  h  leur  somme  ou  à  leur  diffé- 
rence y  selon  que  ces  deux  couples  sont  de  même  sens 
ou  de  sens  contraires. 

2**.  Deux  couples  situés  d'une  manière  quelconque 
dans  deux  plans  perpendiculaires  aux  deux  côtés  d'un 
parallélogramme ,  et  représentés  en  grandeur  par  ces 
côtés ,  se  composent  en  un  seul  situé  dans  un  plan  per- 
pendiculaire à  la  diagonale ,  et  représentés  en  grandeur 
par  cette  diagonale. 

D^où  Ton  peut  coacliue  que  :  Trois  couples  perpen- 
diculaires aux  trois  arêtes  contiguës  d'un  parallélipipèdc 
queilconque ,  et  représentés ,  pour  leurs  moments ,  par  les 
longueurs  de  ces  arêtes ,  se  composent  en  un  seul ,  perpen- 
diculaire à  la  diagonale  y  et  représenté  pour  son  moment 
par  la  longueur  de  cette  diagonale. 

Ces  théorèmes ,  comme  nous  le  verrons  tout  à 
l'heare,  renferment  la  théorie  des  moments,  considérée 
de  la  manière  la  plus  générale,  et  la  théorie  des  aires, 
qui  ne  sont  autre  chose,  dans  le  mouvement  des  corps, 
que  les  moments  des  forces  qui  les  animent;  mais  ils 
se  démontrent  avec  autant  de  simplicité  que  le  parai- 
lélogramme  des  forces ,  et  font  descendre  ainsi  dans  les 
Éléments  les  propositions  les  plus  élevées  de  la  Méca- 
nique. 

Qu'on  me  permette  ici  d'en  rappeler  en  peu  de  mots 
Tusage  dans  la  Statique,  et,  sans  cesser  de  tendre  vers 
Tobjet  de  ce  Mémoire,  d'y  arriver  dans  Tordre  naturel 
de  nos  idées. 
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I. 

Usage  des  Couples  dans  la  Statique. 

Une  force  étant  appliquée  en  un  point  d'un  corps 
ou  système  quelconque  solide,  si  Ton  prend  un  autre 
point  quelconque  dans  ce  corps,  ou  au  dehors,  pourvu 
({u'ôn  l'y  suppose  invariablement  attaché ,  et  qu*on  ap- 
plique à  ce  nouveau  point  deux  forces  contraires  égales 
et  parallèles  à  la  première  ,  il  est  clair  que  l'état  du 
corps  ne  sera  pas  changé  ;  mais  on  pourra  conûdérer 
actuellement  ,  au  lieu  de  la  simple  force  proposée , 
i"*  une  force  parfaitement  égale,  parallèle  et  de  même 
sens,  appliquée  au  nouveau  point;  2^  un  couple  formé 
par  les  deux  forces  parallèles  restantes.  Si,  pour  plus 
de  clarté ,  on  transporte  ce  couple  ailleurs  >  dans  un 
plan  quelconque  parallèle  au  sien,  ce  qui  est  permis, 
il  ne  restera  au  point  dont  il  s'agit  qn'une  force  par- 
faitement égale  et  parallèle  à  la  force  primitive,  et 
qui  ne  serait  en  quelque  sorte  que  cette  même  force 
qu'on  y  aurait  transportée  parallèlement  à  elle-même. 

On  peut  donc  dire  qu'une  force  peut  être  transportée 
parallèlement  à  elle-même  en  un  point  quelconque , 
pourvu  que  l'on  considère  le  couple  qu'elle  engendre 
dans  cette  translation ,  et  qui  a  pour  mesure  le  produit 
de  la  force  par  le  chemin  qu'elle  a  parcouru. 

Gela  posé,  tant  de  forces  que  l'on  voudra  étant 
appliquées  d'une  manière  quelconque  à  un  corps,  si 
on  les  transporte  toutes  parallèlement  à  elles-mêmes  en 
un  même  point  quelconque,  elles  viendront  s'y  compo- 
ser en  une  seule  que  je  nommerai  la  résultante ,  et  tous 
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les  couples  qu'elles  ont  produits  dans  leur  translation  se 
compofieront  en  un  seul,  que  je  nommerai  le  couple 
résultant. 

Composition  générale  des  forces. 

Ainsi,  des  forces  dirigées  d'une  manière  quelconque 
dans  l'espace  peuvent  toujours  se  réduire  à  une  seule,  et 
h  un  couple  unique,  lesquels  sont,  en  général,  situés 
dans  des  plans  différents.  Sur  quoi  l'on  peut  observer 
que  la  direction ,  la  quantité  et  le  sens  de  la  résultante 
seront  toujours  les  mêmes  en  quelque  lieu  qu'on  ait  pris 
Ypriginç,  c'est-à-dire  le  point  où  l'on  a  transporté  toutes 
les  forces.  En  variant  la  position  de  ce  point,  la  résul- 
tanle  ne  fera  que  se  transporter  parallèlement  à  elle- 
mém^  en  divers  lieux  de  l'espace;  mais  le  plan  et  la 
valeur  du  couple  changeront  nécessairement. 

Lois  de  l'équilibre. 

Mais,  quelle  que  soit  la  position  de  l'origine  ,  un  couple 
ne  pouvant  jamais  être  tenu  en  équilibre  par  aucune 
simple  force  dirigée  comme  on  voudra  dans  l'espace ,  il 
résnlte  de  ce  que  nous  venons  de  dire  qu'il  ne  pourra 
jamais  y  avoir  équilibre  entre  les  forces ,  à  moins  que  la 
résultante  et  le  couple  résultant  ne  soient  tous  les  deux 
nuls  à  la  fois. 

Ainsi,  toutes  les  forces  appliquées  au  corps ,  étant  trans- 
portées parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  point  quel- 
conqiu,  daipent  s'y  faire  équilibre  entre  elles ,  et  tous  les 
couples  qu'elles  produisent  en  se  transportant  en  ce  point 
dçipeHt  aussi  se  faire  équilibre  entre  eux. 
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Telles  sont  les  propriétés  générales  de  l'équilibre ,  c*estr- 
à-dire  les  conditions  qui  existent  nécessairement  dans  l'é- 
quilibre de  tout  système  libre.  Elles  fournissent  les  six 
équations  connues,  entre  les  forces  décomposées  suivant 
trois  axes  quelconques  dans  Tespace,  et  entre  les  couples 
décomposés  suivant  trois  plans  différents  qu'on  peut  sup- 
poser conduits  par  ces  axes. 

A  quoi  se  réduisent  les  conditions  précédentes  quand  il  y 
a  un  point  fixe  dans  le  système. 

Ces  trois  dernières  équations  suffisent ,  lorsqu'il  y  a  un 
point  fixe  dans  le  système ,  en  supposant  qu'on  ait  pris  ce 
point  pour  l'origine  :  car  la  résultante ,  se  trouvant  dé~ 
truite  par  sa  résistance,  peut  avoir  telle  valeur  qu'on 
voudra,  et  il  suffit  que  le  couple  résultant  soit  nul.  On 
voit  bien  nettement  par  là  que  la  pression  exercée  sur  le 
point  fixe  est  identiquement  la  même  que  si  toutes  les 
forces  du  système  y  étaient  transportées  parallèlement 
à  leurs  directions ,  car  elles  y  sont  actuellement  trans- 
portées ;  et  pour  les  couples  qu'elles  ont  produits  y  comme 
ils  doivent  être  en  équilibre  d'eux-mêmes,  c'est-à-dire 
quand  bien  même  le  corps  ne  serait  pas  soutenu ,  il  est 
évident  qu'ils  ne  peuvent  nullement    charger  le   point 

Propriété  nouvelle  de  Véquilihre  d*un  corps  solide. 

Lorsque  des  forces  sont  en  équilibre  autour  d'un 
système  quelconque  invariable  de  forme ,  on  sait  qu'elles 
peuvent  toutes  varier  proportionnellement  à  leurs  gran- 
deurs sans  cesser  de  se  faire  équilibre.  Mais  on  voit  ici 
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qu^elles  peuvent  encore  s'approcher  ou  s'éloigner  toutes 
d'un  même  point  quelconque,  proportionnellement  à 
leurs  distances  à  ce  point,  sans  que  cet  équilibre  soit 
troublé  :  car,  si  chaque  force  se  meut  ainsi  parallèle- 
ment à  elle-même,  dans  le  plan  formé  par  sa  direction 
et  le  point  dont  il  s*agit,  elle  augmente  ou  diminue  le 
couple  qu'elle  donne  à  son  égard,  dans  le  même  rap- 
port que  sa  distance  à  ce  point,  et,  par  conséquent,  tous 
les  couples  du  système  conservent  leurs  positions,  et 
demeurent  proportionnels.  Ainsi,  la  résultante  et  le  couple 
résultant,  étant  une  fois  nuls,  le  seront  toujours,  et  l'é- 
quilibre subsistera. 

Condition  nécessaire  pour  qu*un  système  quelconque  de 
forces  ait  une  résultante  unique. 

Les  forces  appliquées  au  système  étant  ramenées, 
comme  nous  venons  de  le  voir,  à  une  seule  force  et 
à  un  seul  couple,  si  la  force  se  trouve  parallèle  au 
plan  du  couple,  on  pourra  amener  ce  couple  dans  un 
même  plan  avec  elle,  et  les  réduire  tous  deux  à  une 
force  unique  :  et  réciproquement,  comme  on  a  dé- 
montré qu'une  force  et  un  couple  ne  peuvent  se  ré- 
duire à  une  force  unique  sans  être  dans  le  même  plan 
ou  dans  de^  plans  parallèles,  ce  qui  est  ici  la  même 
chose,  il  s'ensuit  que  des  forces  dirigées  d'une  manière 
quelconque  dans  l'espace  ne  peuvent  jamais  se  réduire 
à  une  seule ,  a  moins  que  la  résultante  de  toutes  ces  forces 
transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  point 
quelconque  n'ait  une  direction  parallèle  au  plan  du 
couple  résultant. 

C'est  par  là  qu'on  peut  voir  comment  trois  forces  diri- 


35o  MÉMOIRE. 

géeè  daM  de$  pkns  différents  peuvent  se  cottiposer  en 
une  seules  Sans  qu'il  y  ait  aucune  rencontre  entre  leui^ 
directions,  et  côrottient  une  force  peut  se  dééottiposet 
suivant  trois  directions  qui  ne  rencontrent  pas  la  sienne 
et  qui  ne  se  rencontrent  pas  entre  elles. 

Expression  analytique  des  propriétés  précédentes. 

Pour  soumettre  les  propositions  précédentes  au  calcul , 
concevons  à  l'origine  où  Ton  transporte  toutes  les  forces , 
trois  axes  quelconques,  que  nous  prendrons  rectangu- 
laires entre  eux ,  pour  plus  de  simplicité  dans  les  expres- 
sions. 

Soient  R  la  résultante  générale  ;  X ,  Y,  Z  ses  trois  com- 
posantes suivant  les  axes  des  x,  j,  z;  soient  a,  p,  7 
les  trois  angles  respectifs  que  sa  direction  forme  avec 
eux. 

On  aura,  par  le  parallélipîpède  des  forces, 

R'  =  X'  -h  Y'  -f-  Z\ 
et 

X  Y  Z 

coSa=— j      cosp  =  — 9     cos7  =  — . 

Or  X,  Y,  Z  sont  respectivement  égales  aux  sommes 
des  forces  décomposées  parallèlement  aux  trois  axes  des 
a: ,  j,  z.  On  trouvera  doné  facilement  par  ces  équations 
la  valeur  et  la  direction  de  la  résultante  générale.  La 
première  condition  de  T^quilibre,  qui  vent  que  cette 
résultante  soit  nulle ,  donnera  ce  qu'on  nomme  les  trois 
équations  de  Téquilibre  de  translation ,  qui  reviennent  à 
ce  que  la  somme  des  forces  estimées  suivant  trois  axes 
quelconques  soit  nulle  d'elle-même  par  rapport  à  chacun 
de  ces  axes. 
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Soient  G  le  moment  du  couple  résultant;  L ,  M,  N  lei 
moments  respectifs  des  trois  couples  dans  lesquels  il  se 
décompose  perpendiculairement  aux  trois  axes  des  x, 
j,  z;  soient  \,  yij  v  les  trois  angles  que  forme  avec  ces 
axes  la  perpendiculaire  au  plan  de  ce  couple,  et  que 
nous  avons  nommée  Y  axe  du  couple. 
On  anra ,  par  le  parallélipipède  des  couples , 

G'  =  L*  -f-  M'  +  N% 
et 

L  M  N 

COSÀ  =  ~i       COStt=— 5      COSt>  =  7;-* 
tr  G  G 

Or  on  Yoit  (n°"  102  et  105  de  la  Statique)  que  les  cou- 
ples L,  M,  N  sont  respectivement  égaux  aux  sommes 
des  moments  pris  dans  Tacception  ordinaire  par  rap- 
port aux  trois  axes  x,  j,  z,  c'est-à-dire  aux  sommes 
des  produits  qui  résultent  des  forces  projetées  sur  chacun 
des  plans  coordonnés,  multipliées  par  leurs  distances  à 
Taxe  qui  lui  est  perpendiculaire  :  on  trouvera  donc  faci- 
lement, par  les  équations  ci- dessus ,  la  valeur  et  la  position 
du  couple  résultant. 

La  seconde  condition  générale  de  l'équilibre,  qui  veut 
que  ce  couple  soit  nul,  donnera  ce  qu'on  appelle  les 
équations  de  Téquilibre  de  rotation ,  qui  consistent  en  ce 
que  la  somme  des  moments  de  toutes  les  forces,  par 
rapport  aux  irois  axes  coordonnés,  soit  nulle  d'elle- 
même  relativement  n  chacun  de  ces  axes. 

Que  ces  sortes  de  produits ,  qu'on  appelle  moments,  «V- 
taicnt  au  fond  que  la  mesure  de  certaines  forces  cachées^ 
que  les  couples  ont  mises  en  évidence. 

On  voit  ici ,  par  l'identité  des  couples  avec  les  mo- 


35a  MÉMOIRE, 

ments  tels  qu^on  les  considère  ordinairement  en  Sta- 
tique, quel  rôle  jouent  ces  sortes  de  produits  dans  la 
composition  générale  des  forces  et  dans  les  lois  de  leur 
équilibre.  A  la  vérité,  dans  Téquilibre  d*un  corps  as- 
sujetti à  tourner  autour  d*un  axe  fixe,  les  lois  connues 
du  levier  nous  montraient  bien  ces  produits  comme 
les  efforts  des  puissances  pour  faire  tourner  le  corps 
autour  de  cet  axe ,  puisque  Ton  trouvait  que  la  somme 
des  moments  des  forces  qui  tendent  à  faire  tourner  dans 
un  sens  doit  être  égale  à  la  somme  des  moments  de 
celles  qui  tendent  à  faire  tourner  dans  le  sens  con- 
traire. Mais,  lorsqu'il  n'y  avait  aucun  point  d*appui, 
et  que  le  système  était  parfaitement  libre  dans  l'es- 
pace ,  les  moments  ne  restaient  plus  dans  les  conditions 
de  l'équilibre  que  comme  de  simples  expressions  de 
calcul,  et  perdaient  cette  espèce  de  signification  que 
leur  donne  la  présence  d'un  axe  fixe ,  et  qui  les  avait 
fait  nommer  moments  par  les  anciens  géomètres.  Or, 
par  la  théorie  des  couples,  ils  reparaissent  dans  l'équi- 
libre des  corps  libres,  comme  dans  l'équilibre  des 
corps  gênés  par  des  obstacles.  Estimés  par  rapport  à 
un  point  quelconque  du  corps ,  ils  mesurent  certains 
efforts  particuliers  que  l'on  peut  concevoir  comme  en- 
gendrés par  les  puissances  qui  se  transportent  paral- 
lèlement à  elles-mêmes  en  ce  point,  et  qui,  tandis  que 
ces  puissances  s'y  composent  et  s'y  font  équilibre  à 
leur  manière,  doivent  aussi  se  composer  et  se  faire 
équilibre  à  la  leur.  Ce  n'est  pas  qu'au  fond ,  les  valeurs 
des  moments  et  des  couples  ne  soient  parfaitement  les 
mêmes.  L'analyse  n'a  pour  objet  que  de  simples  rap- 
ports, et  les  diverses  grandeurs,  sous  ses  formulés, 
ne  conservent  plus   aucune   trace  des   premières   idées 
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qu'on  y  avait  jointes.  Mais,  en  Géométrie  comme  en 
Algèbre  y  la  plupart  des  idées  différentes  ne  sont  que 
des  transformations;  les  plus  lumineuses  et  les  plus 
fécondes  sont  pour  nous  celles  qui  font  le  mieux 
image,  et  que  Tesprit  combine  avec  le  plus  de  facilité 
dans  le  discours  et  dans  le  calcul  :  or  les  couples  ont 
éminemment  cet  avantage  sur  les  moments;  et  si  Ton 
considère  que  la  théorie  des  moments  se  présente  d'elle- 
n^me  dans  la  réduction  générale  des  forces  et  dans 
les  conditions  de  leur  équilibre;  que,  d'un  autre  côté, 
dans  la  Dynamique,  la  composition  des  mouvements 
de  rotation  est  aussi  nécessaire  que  celle  des  mouve- 
ments de  translation  pour  l'analyse  complète  du  mou- 
vement d'un  corps  de  grandeur  sensible ,  on  verra  que 
la  composition  des  couples  exposée  ci- dessus ,  tant  par 
la  symétrie  des  théorèmes  que  par  la  simplicité  des  dé- 
monstrations ,  vient  se  ranger  naturellement  à  côté  de  la 
composition  des  forces ,  et  forme  ainsi  la  seconde  partie 
essentielle  des  Éléments. 

Équation  de  condition  pour  qu* un  système  de  forces  ait 
une  résultante  unique. 

Nous  avons  vu  tout  à  l'heure  que  si  des  forces  quel- 
conques sont  réductibles  à  une  seule  ,  la  résultante 
générale  sera  parallèle  au  plan  du  couple  résultant. 
Pour  exprimer  cette  condition  dans  le  calcul ,  il  n'y  a 
donc  qu'à  exprimer  que  l'axe  du  couple  est  perpendi- 
culaire à  la  direction  de  la  résultante,  ou  que  le  cosinus 
de  leur  inclinaison  mutuelle  est  nul.  Mais,  d'après  les  dé- 
nominations précédentes ,  le  cosinus  de  cet  angle  est 

cos a . cos>  +  cos  p  cos |x  -f  cosy . cos v  ; 
STATigm  P.  23 
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expression  qui,  étant  égalée  à  zéro,  après  y  avoir  sub- 
stitué à  la  place  des  cosinus  leurs  valeurs,  donne  sur-le- 
champ  l'équation 

XL4-YM-4-ZN  =  o, 

qui  établit  la  relation  cherchée  entre  les  forces  et  leurs 
moments  estimés  par  rapport  aux  trois  axes. 

Équations  de  condition  pour  qu'il  y  ait  une  résultante 
unique  qui  passe  en  un  point  donné. 

Mais  si  Ton  voulait  exprimer  que  les  forces  sont  ré- 
ductibles à  une  seule  qui  passe  en  un  point  donné ,  on 
transporterait  l'origine  en  ce  point,  et  l'on  exprime- 
rait que  le  couple  résultant  y  est  nul.  Ainsi,  a^  by  c 
étant  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine,  il  suffi- 
rait ,  dans  les  expressions  L ,  M ,  N ,  de  mettre  x  —  /? , 
X  —  b ^  z  —  c,  à  la  place  de  or ,  j ,  z ;  ce  qui  donnerait 
les  nouveaux  moments  L',  M',  N',  et  l'on  aurait  les 
trois  équations 

L'  =  o,      M'  =  o,      N'i=o, 

qui  nous  font  voir  que  la  somme  des  moments  doit  être 
nulle  par  rapport  à  trois  axes  qui  se  croisent  au  point 
donné. 

Si  le  point  n'est  pas  donné ,  et  qu'on  cherche  au  con- 
traire s'il  y  a  dans  l'espace  quelque  point  où  les  forces 
peuvent  donner  un  couple  nul ,  on  aura  les  trois  mêmes 
équations ,  mais  où  a ,  byC  seront  alors  les  inconnues.  Or, 
en  les  éliminant ,  on  trouvera  d'abord  ,  entre  les  forces 
proposées ,  Téquation  de  condition  XL  -h  YM  -h  ZN  =  o, 
sans  laquelle  les  trois  premières  ne  peuvent  subsister, 
et  qui  nous  redonne  ainsi  la  condition  d^une  résultante 
unique  ,  comme  cela  doit  être. 


MÉMOIRE-  355 

II. 

Des  couples  ou  moments  rapportés  à  différents  axes. 

Le  couple  résultant  G,  décomposé  perpendiculaire- 
ment à  un  axe  qui  forme  avec  le  sien  un  angle  0 ,  étant 
égal  à  G  cos  0;  si  Ton  nomme  >',  p',  v'  les  trois  angles 
que  cet  axe  forme  avec  ceux  des  coordonnées ,  comme  on 
a,  par  la  Géométrie, 

COSÔ  =  COSXCOS^'  +  COSft  COSf*'  -f-cosv  cosv', 

on  trouvera 

G  cos  6  =  L  cos  V  -+-  M  cos  p'  -+-  N  cos  v', 

formule  très-simple  qu'Euler  a  donnée  dans  le  tome  VH 
des  Nouveaux  Actes  de  Pétersbourg ,  mais  à  laquelle  il 
n'était  parvenu  que  par  de  longs  circuits  d'analyse.  Cette 
équation  nous  apprend  que  si  Con  connaît  les  sommes 
L ,  M ,  N ,  des  moments  par  rapj)ort  à  trois  axes  rectan- 
gulaires^ on  trouvera  sur-le-champ  la  somme  des  mo- 
ments par  rapport  à  un  axe  quelconque ,  en  multipliant 
ces  trois  sommes  respectives  par  les  cosinus  des  angles 
que  les  trois  axes  font  avec  le  nouvel  axe  donné. 

C'est  ainsi  qu'en  Géométrie  ,  pour  projeter  une  ligne 
sur  un  axe  quelconque,  on  peut  d'abord  projeter  cette 
ligne  sur  trois  axes  rectangulaires;  projeter  ensuite  ces 
trois  projections  sur  Taxe  donné ,  et  ajouter  ensemble 
ces  projections  de  projections. 

Du  moment  maximum  entre  les  moments  rapportés  aux 
différents  axes  qui  passent  par  un  même  point. 

Puisque  la  somme  des  moments ,  par  rapport  A  un  axe 

l'a,  • 
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qui  fait,  avec  celui  du  couple  résultant,  un  angle 0  ,  est 

G  cos  Ô  ,  il  s'ensuit  : 

1°.  Que ,  de  tous  les  axes  qui  passent  par  l'origiae, 
l'axe  du  couple  résultant  est  celui  par  rapport  auquel  la 
somme  des  moments  est  la  plus  grande; 

2®.  Que  la  somme  des  moments  est  la  même  par  rap- 
port à  tous  les  axes  qui  font  un  même  angle  avec  celui  du 
plus  grand  moment ,  ou  qui  forment  une  surface  conique 
décrite  autour  de  lui  sous  cet  angle  ; 

3°.  Que  la  somme  des  moments  est  nulle  par  rapport 
à  tous  ceux  qui  font  cet  angle  droit  y  ou  qui  forment  un 
plan  perpendiculaire  à  sa  direction. 

L'axe  et  la  valeur  du  moment  maximum  ne  sont 
autre  chose  que  Taxe  et  la  valeur  du  couple  résultant ,  et 
se  déterminent  par  les  mêmes  équations.  D'où  Ton  voit 
que  le  carré  du  moment  maximum  est  égal  à  la  somme 
des  carrés  des  moments  par  rapport  à  trois  axes  rectan- 
gulaires ,  et  que  son  axe  est  la  diagonale  du  paralléli- 
pipède  construit  sur  les  trois  lignes  qui  représenteraient 
sur  ces  axes  les  grandeurs  respectives  des  trois  moments 
précédents. 

Ce  sont  les  résultats  que  Laplace  avait  déjà  tirés  de 
l'Analyse  j  ils  formaient  de  beaux  théorèmes  de  Méca- 
nique, et  ils  ne  sont  plus  ici  que  des  corollaires  évidents 
de  la  composition  des  couples. 

Mais  voici  de  nouvelles  conséquences,  entièrement 
dues  à  nos  principes,  et  qui  achèvent  toute  la  théorie  des 
moments. 
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Du  moment  minimum   entre  Vinfinite  des  moments 
maxima  relatifs  a  tous  les  points  de  V espace. 

Observons  que  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  est 
relatif  à  l'origine  que  l'on  a  choisie  pour  y  transporter 
toutes  les  forces.  En  prenant  cette  origine  ailleurs,  la 
quantité,  le  sens  de  la  résultante  générale,  ne  changent 
pas,  et  sa  direction  demeure  toujours  parallèle  à  elle- 
même;  mais  le  moment  maximum  varie  de  grandeur, 
et  son  axe  sMncline  sur  sa  première  position.  Pour  cha- 
cun des  points  de  l'espace ,  considérés  successivement 
comme  origines,  il  y  a  donc  un  axe  autour  duquel  la 
somme  des  moments  est  un  maximum  relativement  à 
tous  les  axes  qui  se  croisent  au  même  point.  On  pourrait 
donc  demander  en  quel  lieu  il  faudrait  prendre  l'origine 
ou  le  centre  des  moments,  pour  que  le  moment  maximum 
y  fût  plus  petit  que  partout  ailleurs,  et,  par  conséquent , 
fut  le  minimum  des  moments  maxima  relativement  à 
tous  les  points  de  l'espace. 

Pour  trouver  facilement  la  position  de  ce  point,  re- 
gardons toutes  les  forces  comme  réduites  à  une  seule  et 
à  un  couple ,  par  rapport  à  un  point  quelconque  connu , 
et  suivons  les  variations  qu'éprouve  ce  couple  parle  dé- 
placement de  l'origine. 

D'abord  il  est  visible  qu'en  déplaçant  l'origine  dans 
la  direction  même  de  la  résultante  générale,  le  couple 
résultant  ne  change  pas  ;  car  le  couple  que  fournit  la 
résultante  en  se  transportant  en  un  autre  point  de  sa 
propre  direction  est  nul  de  lui-même,  et  le  couple  pri- 
mitif n'est  pas  altéré.  Nous  voyons  donc  que  les  mo- 
ments  maxima  sont   constants  pour  toutes    les   origines 
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prises  le  long  d'une  même  droite  parallèle  à  la  direction 
de  la  résultante  générale ,  et  que  leurs  axes  sont  paral- 
lèles entre  eux.  Ainsi ,  tout  ce  que  nous  avons  dit  plus 
haut  des  moments  par  rapport  aux  axes  qui  se  croisent 
en  un  même  point  subsiste  de  la  même  manière  et  avec 
ks  mêmes  valeurs,  pour  tous  les  points  de  la  direction 
de  la  résultante  qui  y  passe. 

Supposons  donc  que  Forigine  s'écarte  de  cette  direc- 
tion, et  soit  tellement  placée  dans  Tespace,  que  le  cou- 
ple résultant  soit  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  ré- 
sultante :  je  dis  qu'alors  ce  couple  est  dans  la  position  du 
minimum  ;    car   si    Ton   déplace   actuellement   Torigine 
d^une  manière  quelconque ,  il  ne  pourra  qu'augmenter. 
En  effet ,  la  résultante ,  en  changeant  de  positioî\,  pro- 
duira  un    couple    perpendiculaire   sur   le   premier  ;  et 
puisque  ces  deux  couples  sont  rectangulaires  ,  ils  dcnne- 
ront  par  leur  composition   le  nouveau  couple  résistant 
plus  grand  que  l'un  ou  l'autre  d'entre  eux  :  donc  le  pre- 
mier couple  résultant  aura  augmenté  ;  donc  il  se  ihtr 
vait  dans  la  position  du  minimum  lorsqu'il  était  perp#- 
diculaire  à  la  direction  de  la  résultante  générale ,  ou  lov 
que  son  axe  coïncidait  avec  elle.  ^^ 

Comment  on  détermine  Vaxc  du  couple  minimum^ 

Soient  donc  G  une  ligne  qui  représente  à  la  fois  l'axe  efij 
valeur  du  couple  résultant  par  rapport  à  un  point  connue 
R  une  autre  ligne  qui  représente  la  valeur  et  la  direction! 
de  la  résultante  en  ce  point  ;  «p  l'angle  que  forment  ces  deujj 
droites. 

Pour  avoir  l'origine  du  couple  résultant  minimum  3 
il  faudra   transporter   la    résultante   R   parallèlement 


] 
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elle-même,  dételle  sorte  et  d'une  telle  quantité />,  que 
le  couple  Kp  qu'elle  produira,  étant  composé  avec  le 
couple  primitif  G,  forme  un  couple  résultant  dont  l'axe 
soit  B. 

L'axe  du  couple  Kp  doit  donc  être  dans  le  plan  des 
deux  lignes  R  et  G  qui  font  un  angle  «p;  d'ailleurs ,  il  est 
nécessairement  perpendiculaire  à  la  direction  R  ;  donc 
on  aura ,  par  le  parallélogramme  des  couples , 

Rp  =  G  sin  f , 
«l,  pour  la  valeur  K  du  couple  minimum  , 

K  =  Gcosf. 

Ainsi  y  en  élevant  au  sommet  de  Tanglecp,  et  sur  le  plan 

de  cet  angle,  une  perpendiculaire  p  =  — s~"^»  ^'  "™^" 

R 

nant  par  l'extrémité  de  cette  perpendiculaire  une  paral- 
lèle à  la  direction  de  la  résultante  générale,  on  aura 
Taxe  du  minimum  des  moments  maxima,  et  l'origine 
pourra  être  prise  partout  où  Ton  voudra  sur  cet  axe. 
Si  l'on  veut  tout  rapporter  aux  trois  axes  coordonnés  , 
sdent  a,  p,  7  les  inclinaisons  de  R  sur  ces  axes^  et 
X,  ^,  y  celles  de  G  sur  les  mêmes  lignes;  on  aura, 
pour  l'inclinaison  mutuelle  ^  de  R  et  G , 

ces  y  =  cos  a  cosX  -f-  cos  p  cos  fx  H-  cos  7  cos  V  ; 

bien,  en  mettant,  au  lieu  des  cosinus,  leurs  valeurs 
précédemment, 

XL  -h  YM  -4-  ZN 

^^  = RG ' 

itfoù  Ton  tire 

^        XL  -f-  YM  4-  ZN 
K  =   =: y 
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expression  très- simple  de  la  valeur  du  couple  mi- 
nimum K. 

Actuellement,  soient  a^  by  c  les  trois  coordonnées 
de  l'extrémité  de  la  perpendiculaire  p\  on  aura  d'a- 
bord «*  H-  6'  -f-  c^  =  /?%  qui  donne ,  en  mettant  pour  p 

sa  valeur  , 

G' K* 

a'  4-  ^^  H-  c^  =  ^,      ■ 

Ensuite ,  comme  p  est  à  la  fois  perpendiculaire  à  R  et 
à  G ,  il  est  clair  qu'on  aura 

âX  H-  ^'Y-i-cZ  =  o, 
aL  +  ^»M-f- cN  =  o; 

ce  qui  fait  trois  équations  au  moyen  desquelles  on 
pourra  déterminer  a'  ,  ^ ,  c ,  et ,  par  conséquent ,  la  posi- 
tion de  l'axe  du  couple  minimum  dans  l'espace. 

De  l'axe  central  des  moments. 

Cet  axe  remarquable  y  où  la  somme  des  moments  est 
à  la  fois  un  maximum  relativement  aux  axes  qui  se 
croisent  au  même  point  que  lui ,  et  un  minimum  relati- 
vement à  ceux  qui  donnent  les  moments  maxima  aux 
divers  points  de  l'espace ,  pourrait  se  nommer  Taxe 
central  des  moments  ;  et  cette  dénomination ,  déjà  mo- 
tivée en  ce  qu'il  jouit  d'une  propriété  exclusive  par  rap- 
port à  tous  les  autres ,  se  trouve  pleinement  justifiée ,  si 
l'on  observe  qu'aux  mêmes  distances  autour  de  lui ,  les 
moments  maxima  sont  les  mêmes,  et  que  leurs  axes  ont , 
à  son  égard ,  des  positions  semblables. 

En  effet ,  le  même  raisonnement  qui  nous  a  fait  passer 
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toat  à  rheure  du  couple  résultant  G  au  couple  mini- 
mum Ky  nous  ramène,  dans  Tordre  inverse,  de  celui-ci 
au  premier,  et  par  les  mêmes  équations , 

R/?  =  G  sin  y ,     et     K  =  G  cos  ç. 

Mais  ici,  de  quelque  côté  qu'on  transporte  la  résul- 
tante R ,  pourvu  que  ce  soit  à  une  même  distance  p  de  sa 
position  actuelle  ou  de  l'axe  central,  on  trouvera  tou- 
jours un  couple  résultant  G  de  même  valeur,  et  une 
même  inclinaison  ^  entre  son  axe  et  la  résultante  ;  et ,  de 
plus ,  le  plan  de  ces  deux  droites  sera  toujours  perpendi- 
culaire à  la  ligne  p  :  puisque ,  si  tout  cela  n'avait  pas 
lieu  comme  ci-dessus,  en  ramenant  la  résultante  dans 
l'axe  central ,  on  ne  retrouverait  plus  le  même  couple 
minimum  K,  ce  qui  ne  peut  pas  être. 

Les  moments  maxima  sont  donc  constants ,  non-seule- 
ment  pour  toutes  les  origines  prises  le  long  d'une  paral- 
lèle à  la  résultante  y  comme  nous  V avions  déjà  remarqué, 
mais  encore  pour  toutes  les  origines  prises  sur  le  cylindre 
que  décrirait  cette  droite  autour  de  l'axe  central  qui  lui 
est  parallèle. 

Pour  les  axes  de  ces  moments,  tant  que  l'origine  ne 
sort  pas  d'une  même  génératrice  de  ce  cylindre,  ils  de- 
meurent parallèles  entre  eux  et  forment  un  plan  ;  mais 
si  l'origine  passe  d*une  génératrice  à  l'autre  par  la  cir- 
conférence dun  cercle ,  ils  forment  une  hyperboloïde  de 
révolution  autour  de  l'axe  central. 

Les  moments  maxima  G  ne  varient  donc  qu'avec  les 
distances  p  de  leurs  origines  à  Taxe  central ,  et  les  deux 
équations  précédentes  nous  donnent 

G=  =  RV'  -\-  K% 
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équation  qui  nous  fait  voir  que  ces  moments  croissent , 
pour  les  origines  prises  à  différentes  distances  de  l'axe 
central,  comme  les  ordonnées  d\me  hyperbole  dont 
ces  distances  seraient  les  abscisses  :  ainsi  leurs  valeurs 
augmentent  sans  bornes,  et  il  n'y  a  pas  de  moment 
maximum  maximorum  ;  ce  qui  était  d'ailleurs  assez  évi- 
dent de  soi-même. 

On  a ,  de  plus ,  tang  y  =  -^  9  ce  qui  donne  les  incli- 
K. 

naisons  des  axes  des  moments  maxima  sur  l'axe  central , 

et  nous  montre  que  leurs  tangentes  varient  dans  le  rapport 

des  distances  de  leurs  origines  à  cet  axe. 

Remarquons  encore  que,  dans  le  cas  où  la  résultante 
générale  est  nulle,  on  a,  par  la  première  équation, 
G  =  K ,  quelle  que  soit  la  valeur  de/?. 

Lors  donc  que  les  forces  appliquées  sont  telles ,  qu'é- 
tant transportées  en  un  même  point ,  elles  se  font  équi- 
libre entre  elles,  les  moments  maxima  sont  les  mêmes 
pour  tous  les  lieux  de  l'espace ,  et  leurs  axes  sont  tous 
parallèles. 

Si  les  forces  appliquées  ont  une  résultante  unique, 
comme  on  a  pour  cette  condition  cos  ^  =  o ,  l'équation 
K  =  G  cos  cp  donne  K  =  o  ;  c'est-à-dire  que  le  moment 
minimum  maximorum  est  nul ,  comme  il  est  clair  que  cela 
doit  être ,  puisque  l'origine  tombe  alors  sur  la  direction 
même  de  la  seule  force  à  laquelle  se  réduisent  toutes  celles 
du  système. 

Classification  de  tous  les  axes  de  l* espace  auxquels  on 
voudrait  rapporter  les  moments  d'un  système  de  forces. 

Telle  est  donc  la  théorie  générale  exposée  ci-dessus, 
que  tous  les  axes  de  l'espace  auxquels  on  peut  rapporter 
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les  moments  d*iin  système  quelconque  de  forces  peuvent 
être  distingués  et  classés  entre  eux  de  la  manière  sui- 
vante : 

D'abord,  si,  pour  simplifier  les  choses,  nous  ne  consi- 
dérons que  les  axes  qui  se  croiseraient  aux  divers  points 
qu'on  peut  prendre  sur  un  même  plan  perpendiculaire 
à  la  direction  de  la  résultante,  nous  observons  : 

i*'.  Que,  parmi  tous  les  axes  qui  se  croisent  en  un 
même  point,  il  y  en  a  un  seul  distingué  de  tous  les 
antres,  en  ce  que  la  somme  des  moments  y  est  un 
maximum. 

Les  autres  se  classent  autour  de  lui  en  diverses  sur- 
faces coniques  circulaires  dont  il  serait  Taxe  commun. 
Pour  tous  ceux  qui  forment  la  même  surface,  les  mo- 
ments sont  égaux ,  et  ils  varient  d'un  cône  à  l'autre  en 
raison  des  cosinus  des  angles  sous  lesquels  ces  cônes  sont 
décrits. 

2P.  Parmi  tous  les  axes  qui  donnent  les  moments 
maxima  relativement  aux  divers  points  du  plan  ,  il  y  en 
a  un  seul  distingué  de  tous  les  autres,  en  ce  qu'il  donne 
le  plus  petit  de  ces  maxima ,  ou  le  minimum  maximorum 
des  moments. 

Les  autres  axes  des  maxima  se  classent  autour  de  lui 
en  diverses  surfaces  d'hyperboloïdes  de  révolution  dont 
il  serait  l'axe  commun.  Pour  tous  ceux  qui  forment 
la  surface  d'un  même  hyperboloïde ,  les  moments 
maxima  ont  la  même  valeur,  et  ils  varient  d'un  hyper- 
boloïde à  l'autre,  suivant  les  lois  que  nous  avons  don- 
nées ci- dessus. 

Actuellement,  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  re- 
lativement aux  diverses  origines  prises  dans  un  même 
plan    perpendiculaire    à    la    résultante    subsiste    de    la 
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même  manière ,  et  avec  les  mêmes  valeurs ,  pour  tous  les 
lieux  qu'occuperaient  successivement  tous  ces  points  en 
transportant  le  plan  parallèlement  à  lui-même.  Les  mo- 
ments maxima  restent  les  mêmes  autour  des  mêmes  axes 
qui  deviennent  parallèles;  et  comme  il  n*y  a^  parmi  eux  , 
que  Taxe  du  moment  minimum  maximoram  qui  soit  per- 
pendiculaire au  plan  mobile,  on  voit  qu'il  est  le  seul  qui 
n'ait  absolument  qu'une  même  position  dans  Tespace; 
que ,  de  plus ,  tous  les  axes  qui  ont  à  son  égard  des  po- 
sitions semblables  donnent  les  mêmes  moments  ;  et  c'est 
ce  qui  nous  a  fait  nommer  cet  axe  unique ,  \axe  central 
des  moments. . 

Au  reste,  les  résultats  précédents,  tirés  des  raison- 
nements les  plus  simples,  pourraient  aussi  se  déduire 
du  calcul  par  la  méthode  ordinaire  de  maximis  et  mU 
nimis;  et  Ton  trouve  aisément,  pour  l'axe  du  moment 
minimum  maximorum,  les  équations  suivantes  : 

(N  -h  Yj?  —  Xj)  Y—  (M  4-  X«  —  Zr)Z=ro, 
(L  -+-  Z^  —  Yz  )  Z  —  (  N  4-  Y^  —  Xj-)  X  =  G, 
(M  -H  X3  —   Z^ )  X  —  (  L  4-  Z^  —  Yz  )  Y  =  o, 

où  jr ,  ^ ,  z  sont  les  coordonnées  de  cette  droite  par  rap- 
port à  trois  axes  autour  desquels  les  sommes  '  respec- 
tives des  moments  sont  L ,  M ,  N  ,  tandis  que  X ,  Y ,  Z 
sont  les  sommes  des  forces  décomposées  parallèlement 
aux  mêmes  axes. 

L'une  quelconque  de  ces  équations  est  une  suite  né- 
cessaire des  deux  autres,  et,  par  conséquent,  elles  ne 
représentent  qu'une  seule  et  même  ligne  droite ,  laquelle 
est  manifestement  parallèle  à  la  direction  de  la  résultante 
générale  des  forces. 

On  trouve  encore,   ppiir  le   lieu   de  tous   les   points 
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relativement  auxquels  les  moments  maxima  sont  égaux 
et  représentés  par  H ,  Téquation  suivante  : 

(L  —  Yz -f- Zj)' -H  (M  —  Zr -1- Xz)» 

-H(N  — Xr  +  Yr)'  =  H% 

qui  appartient  à  une  surface  cylindrique  à  base  circulaire 
décrite  autour  de  la  première  droite,  ce  qui  est  conforme 
à  ce  que  nous  avons  vu  précédemment. 

Mais  nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  ces  détails ,  et  nous 
passerons  sur-le-champ  aux  applications  de  la  théorie  des 
moments  à  la  Dynamique. 


III. 


Application  de  la  théorie  précédente  h  la  Dynamique. 

Soient  tant  de  corps  libres  qu'on  voudra  qui  se  meu- 
vent, sans  aucune  dépendance  mutuelle,  avec  des  vi- 
tesses uniformes  suivant  des  droites  quelconques,  dans 
Tespace. 

Puisque  chaque  corps  se  meut  uniformément  en  ligne 
droite ,  la  force  qui  Tanime  demeure  constante  et  de  même 
direction. 

Donc  la  résultante  générale  de  toutes  les  forces  qui 
ariiment  les  corps  du  système ,  et  leur  moment  résultant 
par  rapport  à  un  point  fixe  quelconque,  demeurent 
constamment  les  mêmes  dans  tout  le  cours  du  mou- 
vement. 

Conser\>ation  des  forces  et  conservation  des  moments. 

Actuellement ,  si  Ton  suppose  que  tous  ces  corps ,  qui 
étaient  libres,  viennent  tout  à  coup  à  se  lier  ensemble 
d'une  manière   quelconque,  et  à   réagir  encore  les  uns 
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• 

sur  les  autres  en  vertu  de  nouvelles  forces  quelconques , 
«nais  réciproques ,  c'est-à-dire  telles  qu'entre  deux  corps 
l'action  soit  toujours  parfaitement  égale  et  contraire  à 
la  réaction,  ce  qui  comprend  toutes  les  forces  de  la 
nature  ;  les  mouvements  individuels  des  différents  corps 
seront  changés ,  et  les  forces  qui  les  animent  varieront 
de  grandeurs  et  de  directions,  et  continueront  de  varier 
à  chaque  instant  du  mouvement.  Mais  ce  qui  est  bien 
remarquable,  et  forme  un  des  plus  beaux  principes 
de  la  Dynamique,  c'est  que  la  résultante  générale  de 
toutes  ces  forces ,  et  leur  moment  résultant  par  rapport 
au  point  fixe,  demeureront  toujours  les  mêmes  qu'au- 
paravant, et  seraient  encore  conservés  si  tous  les  corps 
redevenaient  libres ,  et  que  chacun  d'eux  s'échappât  en 
ligne  droite  avec  la  nouvelle  vitesse  dont  il  est  actuelle- 
ment animé. 

Démonstration  très-simple  de  ces  deux  lois  générales. 

Ce  pnncipe,  qui  se  déduit  des  équations  différen- 
tielles du  mouvement,  peut  aussi  se  démontrer  par  un 
raisonnement  si  simple ,  que  je  ne  crois  pas  devoir  l'o- 
mettre ici. 

Il  est  clair,  en  effet,  que  si  chaque  corps,  à  cause 
de  sa  liaison  avec  les  autres,  ne  peut  plus  obéir  pleine- 
ment à  rimpulsion  qu'il  a  reçue,  sa  force  se  décom- 
pose en  deux  autres,  l'une  qui  est  détruite,  et  l'autre 
qui  subsiste  actuellement.  Tout  se  passe  comme  à  la 
rencontre  d'un  obstacle  invincible,  excepté  que  la 
composante,  qui  serait  anéantie  par  l'obstacle,  va  se 
reporter  sur  les  autres  corps  qui  la  détruisent  par  leur 
action.  La  force  de  chaque  corps  étant  ainsi  remplacée 
par    (kiix    semblables    composantes,    la    résultante  de 
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toutes  ces  nouvelles  forces  et  leur  moment  résultant  sont 
toujours  les  mêmes  qu'avant  cette  substitution.  Mais  les 
composantes,  qui  se  font  équilibre  entre  elles,  donnent 
leur  résultante  et  leur  moment  résultant  nuls,  comme 
nous  Tavons  vu  dans  les  lois  générales  de  Féquilibre  : 
donc  la  première  résultante  et  le  premier  moment  ré- 
sultant sont  conservés,  et  n*ont  souffert  aucune  altéra- 
tion par  l'action  mutuelle  des  différents  corps  du  sys- 
tème. Quant  aux  autres  forces  qui  pourraient  exister 
entre  ces  corps ,  comme  elles  sont  réciproques ,  c'est-à- 
dire  deux  à  deux  égales  et  contraires,  elles  ne  changent 
rien  non  plus  aux  valeurs  précédentes,  car  leur  résul- 
tante et  leur  moment  résultant  sont  évidemment  nuls 
d'eux-mêmes. 

On  voit  donc  que ,  dans  un  système  de  corps  qui  ont 
reçu  des  impulsions  primitives,  et  qui  réagissent  d'une 
manière  quelconque  les  uns  sur  les  autres^  la  somme 
de  toutes  les  forces  qui  les  animent,  estimées  suivant  une 
même  droite,  et  la  somme  de  leurs  moments  estimés 
autour  d'un  même  axe  fixe  quelconque ,  demeurent 
constamment  les  mêmes,  malgré  les  variations  qu'é- 
prouvent les  mouvements  individuels  des  corps,  et  soit 
que  ces  mouvements  changent  par  des  nuances  insen- 
siùles,  soit  qu'il  survienne  entre  eux  des  changements 
brusques  par  l'action  réciproque  des  corps ,  ou  par  toute 
autre  liaison  nouvelle  qu'on  voudrait  établir  subitement 
entre  ces  corps. 

Ces  deux  propriétés  générales  du  mouvement  corres- 
pondent, en  quelque  sorte ,  aux  deux  propriétés  générales 
de  l'équilibre;  les  mêmes  sommes  qui  doivent  être  nulles 
dans  l'état  d'équilibre  demeurent  constantes  dans  l'état 
de  mouvement ,  et  la  conseï  vation  des  forces  et  des  nio 
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ments,  présentée  de  cette  manière,  subsiste  égatement 
pour  toutes  les  lois  possibles  entre  la  force  et  la  vitesse  du 
corps  en  mouvement. 

A  quoi  yépondent  les  lois  précédentes  dans  la  nature, 
—  Conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité; 
conservation  des  aires. 

Dans  la  nature,  la  force  à\\n  corps  en  mouvement 
se  mesure  par  le  produit  de  la  masse  et  de  la  vitesse; 
et  le  premier  principe  répond  à  la  conservation  du 
mouvement  du  centre  de  gravité,  qui  consiste  en  ce 
que  ce  centre  se  meut  toujours  uniformément  en  ligne 
droite,  et  de  la  même  manière  que  si  tous  les  corps  du 
système  y  étaient  réunis  et  que  les  forces  qui  les 
animent  s'y  fussent  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes. 

En  effet ,  puisque  la  somme  des  forces  estimées  sui- 
vant une  même  droite  est  constante,  on  peut  dire  que 
la  somme  des  vitesses  de  toutes  les  molécules  égales  du 
système,  et,  par  conséquent,  leur  moyenne  vitesse 
pour  s'éloigner  d'un  plan  perpendiculaire  à  cette- droite , 
est  aussi  une  quantité  constante.  Or,  à  chaque  instant, 
les  vitesses  des  molécules  sont  mesurées  par  les  petits 
accroissements,  positifs  ou  négatifs,  de  leurs  distances 
au  plan  que  je  considère  :  ainsi,  la  moyenne  vitesse  n'est 
autre  chose  que  le  moyen  accroissement  ou  l'accrois- 
sement de  la  moyenne  de  toutes  ces  distances,  et,  par 
conséquent,  c'est  la  vitesse  même  du  point  qui  est  le 
centre  de  gravité  de  tout  le  système.  Donc  la  vitesse  de 
ce  point,  estimée  suivant  une  droite  quelconque  dans 
l'espace,  est  toujours  la  même;  et,  comme  elle  repré- 
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sente  la  moyenne  vitesse  de  toutes  les  molécules ,  elle 
s'tîxprime  par  la  somme  de  toutes  les  vitesses,  divisée 
par  leur  nombre ,  ou  par  la  somme  de  toutes  les  forces 
divisée  par  la  masse  entière  du  système. 

Si  Ton  prend,  pour  cette  droite  à  laquelle  on  rap- 
porte les  forces,  la  direction  même  de  la  résultante  gé- 
nérale ,  on  voit  que  le  centre  de  gravité  se  meut  pré- 
cisément dans  cette  direction  ;  car  si  Ton  cherchait 
actuellement  la  vitesse  de  ce  centre ,  pour  s'éloigner 
d*UTi  plan  quelconque  mené  suivant  cette  droite,  on  trou- 
verait cette  vitesse  nulle,  puisque  la  somme  des  forces, 
estimées  dans  un  sens  quelconque  perpendiculaire  à  la 
résultante  générale,  est  toujours  nulle. 

Ainsi ,  le  centre  de  gravité  du  système  se  meut  unifor- 
mément ^  en  ligne  droite,  dans  ta  direction  même  de  la 
résultatite  générale  ,  et  sa  vitesse  est  exprimée  par  cette 
résultante  divisée  par  la  masse  entière  du  système. 

Si  cette  résultante  générale  est  nulle,  et  qu'ainsi  toutes 
les  forces  appliquées  soient  réductibles  à  un  couple ,  \v 
centre  de  gravité  du  système  reste  donc  en  repos  dans 
l'espace ,  quels  que  soient  les  mouvements  particuliers 
des  différents  corps  qui  le  composent. 

Si  tous  ces  corps  sont  liés  entre  eux  de  manière  à 
former  un  système  invariable  de  figure,  le  système  ne 
peut  donc  avoir  qu'un  mouvement  de  rotation  autour 
du  centre  de  gravité  ;  d'où  Ton  voit  que  l'effet  d'un 
couple  sur  un  corps  ou  système  solide  est  de  le  faire 
tourner  autour  d^in  point  déterminé ,  qui  ne  dépend 
ni  de  la  grandeur  ni  de  la  direction  du  couple  appli- 
qué, mais  uniquement  de  la  figure  du  corps,  ou  plutôt 
de  la  disposition  mutuelle  des  différentes  particules  qui 
le  composent.   Ainsi,  le  centre  de  gravité  des  corps  se 
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présente  d'une  manière  aussi  naturelle  dans  la  théorie 
du  mouvement  que  dans  celle  de  l'équilibre  :  et  il 
ne  faut  pas,  avec  quelques  géomètres,  le  regarder  seu- 
lement comme  un  point  qu'il  est  préférable  de  cboi»r, 
parce  que  certaines  expressions  analytiques  qu'on  y 
rapporte  se  simplifient ,  ou  que  certaines  intégrales 
,  s'y  évanouissent  ,  mais  bien  comme  un  point  dont  la 
considération  s'offre  d'elle-même  dans  la  nature ,  et 
vient ,  pour  nous ,  de  cette  loi  qui  fait  simplement  la 
force  proportionnelle  à  la  vitesse.  On  doit  dire  la  même 
chose  de  ces  trois  axes  principaux  de  rotation ,  autour 
desquels  un  corps  peut  tourner  librement ,  parce  que 
les  forces  centrifuges  s'y  contre-balancent.  C'est  en  vertu 
de  cette  même  loi  dont  je  viens  de  parler,  qu'il  y  a 
de  tels  axes  dans  tous  les  corps,  qu'il  y  en  a  trois, 
qu'ils  passent  au  centre  de  gravité  et  qu'ils  sont  rec- 
tangulaires entre  eux. 

Mais  je  passe  au  second  principe  de  la  conservation 
des  moments.  Si  Ton  prend  un  point  ûxe  quelconque, 
et  que,  de  ce  point  fixe  on  /oj-er,  on  mène  à  tous  les 
corps  du  système  des  rayons  vecteurs,  en  projetant 
toutes  ces  droites  sur  un  plan  quelconque,  on  verra  fa* 
cilement  que  le  moment  de  chaque  force  ,  par  rapport  à 
un  axe  perpendiculaire  au  plan  de  projection ,  et  passant 
par  le  foyer ,  est  proportionnel  au  produit  de  la  masse 
du  corps  par  l'aire  que  trace  sur  ce  plan  la  projec- 
tion de  son  rayon  vecteur. 

Ainsi,  dans  la  loi  de  la  nature,   la  conservation  des 
moments  revient  à  la  conservation  des  aires ,  qui  consiste  • 
en  ce  que  la  somme  des  produits  des  corps  par  les  aires 
respectives  que  tracent  les  projections   de    leurs  rayons 
vecteurs  sur  un  plan  fixe  quelconque  mené  par  le  foyer , 
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est  proportionnelle  au  temps ,  c'est-à-dire  est  toujours  la 
même,  en  temps  égal ,  pendant  tout  le  mouvement  du 
système. 

Si  toutes  les  niasses  du  système  étaient  égales  entre 
elles  y  on  n'aurait  pas  besoin  de  considérer  leurs  produits 
respectifs  par  les  aires  précédentes ,  mais  simplement  ces 
aires  elles-mêmes;  et  le  théorème  reviendrait  à  ce  que 
la  somme  des  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  autoui' 
du  foyer  est  toujours  égale  en  temps  donné.  G*«st  ainsi 
qu'on  peut  toujours  énoncer  le  principe  des  aires,  mais 
en  supposant  que  les  masses  du  système  soient  divisées 
en  parties  égales,  et  qu'on  ait  tiré  du  foyer  des  rayons 
vecteurs  à  toutes  ces  parties. 

Plan  du  maximum  des  ^ires. 

Gela  posé,  puisque  les  aires  tracées  par  les  rayons 
vecteurs  ne  sont  autre  chose  que  les  moments  des  forces , 
il  s'ensuit  qu'on  peut  appliquer  à  la  composition  des 
aires,  tout  ce  que  nous  avons  dit  de  la  composition  des 
moments. 

Et  d'abord  ,  on  voit  que,  parmi  tous  les  plans  menés 
par  le  même  foyer,  et  qui  reçoivent  de  la  part  des  rayons 
vecteurs  des  aires  différentes,  il  y  en  a  un  seul  qui  re- 
çoit la  plus  grande  ;  et  si  Ton  nomme  L,  M,  N  les  sommes 
respectives  des  aires  tracées  sur  trois  plans  rectangulaires 
quelconques ,  menés  par  le  foyer,  on  aura  pour  la  valeur  G 
de  l'aire,  qui  est  un  maximum , 

G'  =  L'  -h  M'^  -+-  N^ 

Et,  à  regard  du  plan  qui  la  reçoit,  si  Ton  nomme  À ,  |x ,  v 
les  trois  angles  respectifs  qu'il  forme  avec  les  trois  pre- 
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uiiers  ,  on  aura,  pour  les  cosinus  de  ces  angles  , 

L  M  N 

C0S>~~,         COSfA=^,         cosv=— , 

ce  qui  détermine  sur-le-champ  la  position  de  ce  plan 
remarquable. 

Lorsque  Ton  connaît  Taire  maximum  G,  et  le  plan 
sur  lequel  elle  tombe ,  on  trouve  facilement  les  aires  que 
reçoivent  les  divers  plans  menés  par  le  foyer.  Car,  9 
étant  l'angle  que  forme  un  plan  quelconque  avec  celui  du 
maximum  des  aires,  on  a  pour  Taire  décrite  sur  ce  nou- 
veau plan  ,  G  cos  Ô.  D'où  Ton  voit  que  les  aires  sont  égales 
sur  tous  les  plans  qui  font  le  même  angle  avec  celui  du 
maximum ,  ou  qui  touchent  un  cône  décrit  sous  le  complé- 
ment de  cet  angle  autour  de  Taxe  perpendiculaire  à  ce 
dernier  plan;  que,  de  plus,  elles  sont  nulles  quand 
Tangle  9  est  droit ,  c'est-à-dire  sur  tous  les  plans  per- 
pendiculaires à   celui  du    maximum. 

Plan  du  minimum  ries  aires  maxiina. 

Actuellement  ,  parmi  tous  les  plans  qui  donnent  les 
aires  maxima,  relativement  aux  divers  points  de  Tes- 
pace  considérés  comme  foyers  ,  il  y  en  a  un  seul  qui 
donne  le  minimum  de  ces  maxima,  ou  Taire  minimum 
maximorum. 

Ce  plan  est  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  ré- 
sultante générale ,  ou  du  mouvement  commun  qui 
emporte  le  système.  Son  axe ,  c'est-à-dire  la  perpendi- 
culaire qui  y  serait  élev^ée  au  foyer ,  se  trouvera  abso- 
lument de  la  même  manière  que  Taxe  central  des 
moments,  et  le  foyer  pourra  être  pris  partout  où  Ton 
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voudra  sur  celte  droite.  Pour  Ions  les  foyers  (jui  en  se- 
raient aux  mêmes  distances  dans  un  ])lan  perpendi- 
culaire, les  aires  maxima  auront  les  mêmes  valeurs,  et 
leurs  plans  seront  perpendiculaires  aux  diverses  géné- 
ratrices d'un  hyperboloide  de  révolution  décrit  autour 
de  cet  axe  central.  D'ailleurs,  ces  aires  maxima  et  les 
inclinaisons  de  leurs  plans  varieront,  en  vertu  des  dis- 
tances précédentes,  d'après  les  mêmes  lois  que  nous  avons 
données  plus  haut  ;  et  Ton  trouvera  sur  les  aires  tous  les 
théorèmes  analogues  à  ceux  qui  ont  été  rapportés  sur  les 
moments. 

Usage  fie  ces  plans;  de  ceux  qu  il  faut  choisir  pour  y 
rapporter  les  corps  du  système. 

Cette  constance  des  aires  décrites  sur  des  plans  qui 
restent  immobiles  au  foyer  nous  donne  d'abord  l'idée 
de  les  observer  sur  les  plans  auxquels  nous  rapportons 
les  différents  corps ,  afin  qu'à  toutes  les  époques  du  mou- 
vement nous  puissions  retrouver  la  position  de  ces  plans, 
et  reconnaître  les  changements  survenus  dans  le  sys- 
tème. Mais,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  on 
voit  qu'il  y  a  un  choix  à  faire  entre  ces  plans  coor- 
donnés. Car  si  un  plan  qui  reste  immobile  au  foyer 
reçoit  constamment  la  même  aire  de  la  part  des  rayons 
vecteurs,  un  plan  qui  recevrait  constamment  une  même 
aire  donnée  ne  serait  pas  pour  cela  immobile;  il  pour- 
rait se  mouvoir  d'une  manière  quelconque  tangenliel- 
Icnient  à  un  certain  cône  décrit  autour  du  foyer.  Donc , 
si  Ton  avait  rapporté  primitivemcnl  tous  les  corps 
du  système  ii  un  certain  plan,  et  qu'on  ne  sut  rien 
autre  chose  de  ce  plan  ,    sinon  cpril   recevait   une  aire 
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donnée  ,  on  ne  pourrait  plus  reconnaître  actuellement 
sa  position  dans  l'espace  ,  parce  qu'il  a  pu  chan> 
ger ,  ou ,  plus  exactement ,  parce  qu'il  y  en  a  une 
infinité  d'autres  qui  jouissent  de  la  même  propriété 
que    lui. 

Mais  si  Ton  savait  que  le  plan  cherché  était ,  entre 
tous  ceux  qui  passent  au  même  foyer,  celui  qui  re- 
cevait Taire  la  plus  grande,  on  le  retrouverait  sur-le- 
champ,  parce  qu'il  est  unique,  et  jouit  d'une  propriété 
exclusive  par  rapport  à  tous  les  autres. 

C'est  donc  ce  plan  qu'il  faut  choisir ,  de  préférence 
à  tous  ceux  qui  passent  en  un  même  point ^  pour  y  rap- 
porter les  différents  corps  du  système  ;  et ,  sans  connaître 
la  grandeur  de  l'aire  qui  y  est  décrite,  on  pourra  re- 
trouver sa  position  dans  tous  les  temps,  pourvu  qu'on 
connaisse  le  point  fixe  d'où  partaient  les  rayons  vec- 
teurSy  ou  du  moins  quelque  autre  point  fixe  qui  soit, 
avec  le  premier,  dans  la  direction  du  mouvement 
général  ;  car  nous  avons  vu  que ,  pour  ce  nouveaa 
foyer,  le  plan  de  l'aire  maximum  serait  parallèle  au 
premier. 

Si  l'on  ne  connaissait  point  la  position  de  ce  foyer, 
quand  bien  même  on  saurait  que  Taire  maximum  décrite 
sur  le  plan  cherché  avait  une  valeur  donnée ,  on  ne  pour- 
rait pas  encore  distinguer  ce  plan  d'une  infinité  d'autres 
perpendiculaires  aux  génératrices  d'un  certain  hyperbo- 
loïde  de  révolution ,  parce  que  chacun  de  ces  plans  joui- 
rait de  la  même  propriété  de  recevoir  une  aire  égale , 
et  maximum  entre  celle  des  plans  qui  se  croiseraient  avec 
lui  au  même  point. 

Mais  si   Ton   ajoutait   que    Taire    maximum    dont    il 
s'agit  était  le  minimum  des  aires  maxima  relatives  aux 
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divers  foyers  de  l'espace,  on  retrouverait  sur-le-clianip 
la  position  du  plan  cherché ,  parce  qu*il  jouit  non-seu- 
lement d'une  propriété  exclusive  par  rapport  à  ceux  qui 
passeraient  au  même  foyer,  mais  encore  d'une  autre  pro- 
priété exclusive  par  rapport  à  tous  ceux  qui  auraient  la 
première  commune  avec  lui. 

C'est  donc  ce  nouveau  plan  qu'il  faut  choisir  de  pré- 
érence  à  tous  ceux  de  l'espace;  et  l'on  en  pourra  re- 
trouver la  position  à  toutes  les  époques,  sans  connaître 
ni  la  grandeur  de  l'aire  qui  y  est  décrite,  ni  le  point 
qu'on  a  pris  pour  centre  des  rayons  vecteurs.  Mais,  pour 
le  déterminer,  il  faudra  toujours  avoir  quelque  point 
fixe  d'où  Ton  puisse  partir  actuellement ,  et  connaître  en 
outre  la  grandeur  et  la  direction  de  la  résultante  géné- 
rale qui  emporte  le  système  dans  l'espace. 

Dans  le  cas  des  aires  relatives,  que  l'aire  minimum 
maxiraorum  est  la  même  que  Vaire  maximum  autour 
d'un  foyer  quelconque. 

Lorsqu'on  ne  connaît  aucun  point  fixe  auquel  on 
puisse  rapporter  les  rayons  vecteurs,  et  qu'on  partage 
les  mouvements  des  corps  eux-mêmes  que  l'on  consi- 
dère, on  ne  peut  plus  observer  que  des  aires  décrites 
autour  de  foyers  mobiles  dans  la  direction  du  mouvement 
général.  Or  ces  aires  sont  alors  les  mêmes  que  si  le  mou- 
vement général  était  nul ,  ou  que  le  centre  de  gravité  du 
système  fût  en  repos. 

On  a  pu  voir,  en  effet,  par  l'équation  G'  =  K'-f-  R'/^S 
qu'un  moment  maximum  G,  relatif  à  une  certaine  ori- 
gine, se  compose  du  moment  minimum  maximorum  K, 
et  du  moment  R/^  de  la  résultante  générale  par  la  distance 
de  l'axe  central  à  cette  origine.  De  même  l'aire  maximum, 
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par  rapport  à  un  foyer  fixe ,  est  la  résultante  de  l'aire 
minimum  maximorum  et  de  Faire  qui  est  décrite  pai'  le 
rayon  vecteur  de  la  masse  entière  du  système,  considérée 
comme  réunie  dans  Taxe  central ,  et  animée ,  suivant  cet 
axe,  de  la  vitesse  commune.  Si  donc  le  foyer  que  Ton 
considère,  au  lieu  d*étre  ^liA  dans  Tespace,  se  meut  avec 
la  vitesse  commune  parallèlement  à  l'axe  central ,  cette 
partie  des  aires  qui  sont  décrites  en  vertu  du  mouvement 
général  disparaît  d'elle-même  ;  et  les  aires  observées  sont 
parfaitement  les  mêmes  que  si  la  résultante  générale  était 
nulle,  ou  que  le  centre  de  gravité  du  système  fût  en 
repos  dans  l'espace . 

Mais,  quand  la  résultante  générale  est  nulle,  les  aires 
maxima  sont  égales  pour  tous  les  foyers  de  l'espace,  et 
leurs  plans  sont  tous  parallèles  ;  donc  alors  le  foyer  de 
l'aire  minimum  maximorum  peut  être  pris  partout  où  l'on 
voudra. 

Application  au  système  du  monde. 

Ainsi,  dans  le  système  du  monde,  comme  on  ne 
connaît  aucun  point  û\e  auquel  on  puisse  rapporter  les 
différents  corps  célestes ,  et  qu'on  ignore  d'ailleurs  dans 
quel  sens  et  avec  quelle  force  ce  système  est  entraîné 
dans  l'espace,  on  ne  peut  déterminer  ni  le  plan  ni  la 
valeur  de  l'aire  minimum  maximorum ,  et  l'on  peut  choisir 
simplement  le  plan  du  maximum  des  aires,  relativement 
à  un  point  quelconque  qui  se  meuve  en  ligne  droite  avec 
la  vitesse  commune  du  système.  On  peut  donc  prendre  le 
foyer  au  centre  de  gravité ,  qui  jouit  de  cette  propriété 
dans  tout  le  cours  du  mouvement;  et  c'est  ce  qu'a  fait 
l'auteur  de   la  Mécanique  céleste,    qui,  le   premier,   a 
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considéré  ce  plan  dans  notre  système  planétaire,  et  qui 
lui  a  donné  le  nom  de  plan  invariable. 

Au  reste,  on  peut  encore  prendre  le  foyer  au  centre 
de  l'un  quelconque  des  corps  considéré  comme  fixe  à 
chaque  instant,  c'est-à-dire  comme  actuellement  privé 
de  sa  vitesse  relative  :  ce  point ,  n'ayant  plus  alors  que 
la  vitesse  commune,  sera  dans  le  même  cas  que  le 
centre  de  gravité.  Ainsi,  le  plan  de  Taire  maximum  rela- 
tive à  ce  point  sera  parallèle  au  premier,  et  recevra  la 
même  aire. 

Si  donc,  pour  considérer  également  tous  les  corps 
du  système,  on  prend  successivement  les  aires  élémen- 
taires décrites  autour  de  chaque  corps  par  tous  les  autres , 
en  multipliant  ces  diverses  sommes  par  les  masses  respec- 
tives des  corps  qui  ont  servi  successivement  de  foyers ,  on 
trouvera,  en  les  ajoutant,  tous  les  produits  des  masses 
prises  deux  à  deux ,  multipliés  par  les  aires  qu'elles  tracent 
dans  le  même  temps,  l'une  autour  de  l'autre  considérée 
comme  immobile. 

Le  plan  dont  nous  avons  parlé  jouit  donc  encore  de 
cette  propriété  remarquable,  que  la  somme  des  pro- 
duits précédents  y  est  un  maximum ,  aussi  bien  que  sur 
tous  ceux  qui  lui  sont  parallèles;  et  l'on  voit  que  cette 
somme  n'est  autre  chose  que  l'aire  maximum  relative  au 
centre  de  gravité,  multipliée  par  la  masse  entière  du  sys- 
tème. C'est  ainsi  que  Laplace  présente  encore  la  théorie 
de  ce  plan  invariable ,  en  ramenant  le  principe  des  aires  à 
des  relations  entre  les  distances  mutuelles  des  différents 
corps  du  système. 

Ce  plan  forme  en  quelque  sorte  Timmuable  équatcur 
du  système  du  monde.  Quels  que  soient  les  change- 
ments que  la    suite  des    siècles  umènc  entre    les   corps 
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célestes,  il  demeurera  toujours  parallèle  à  lui-même;  et, 
puisqu'on  en  peut  retrouver  la  position  dans  tous  les 
temps,  comme  on  retrouve  celle  du  centre  de  gravité, 
on  aura  toujours,  en  y  rapportant  tous  les  corps  du 
système,  le  moyen  de  comparer  d'une  manière  précise 
les  observations  de  l'Astronomie  faites  aux  époques  les 
plus  éloignées. 

Nous  rappellerons  encore  ce  corollaire  remarquable 
de  la  théorie  précédente,  que,  dans  un  système  de  mo- 
lécules solides  et  fluides ,  animées  primitivement  par  des 
forces  quelconques  et  soumises  à  leur  action  mutuelle, 
s'il  arrive  qu'après  un  grand  nombre  d'oscillations  ces 
molécules  se  fixent  à  un  état  permanent  de  rotation 
autour  d'un  axe  invariable  passant  par  leur  commun 
centre  de  gravité  (  et  Ton  conjecture  avec  assez  de  vrai- 
semblance que  c'est  le  cas  des  corps  célestes),  alors  leur 
équateur,  ou  le  plan  perpendiculaire  à  cet  axe,  sera  paral- 
lèle à  celui  qui  recevait ,  à  l'origine  du  temps ,  le  maximum 
des  aires  relativement  au  centre  de  gravité. 

Mais  nous  n'étendrons  pas  plus  loin  ces  dernières 
considérations,  qui  ont  été  assez  approfondies  par  le 
géomètre  que  nous  avons  cité.  Notre  objet  principal 
était  de  fonder  une  nouvelle  théorie  des  moments  e^ 
des  aires,  d'étendre  et  de  simplifier  à  la  fois  toute  cette 
partie  de  la  Mécanique ,  et  de  faire  passer  ainsi  dans  les 
Éléments  les  plus  beaux  théorèmes  qu'on  y  eût  trouvés 
jusqu'ici. 

Remarque  nouvelle  sur  les  aires. 

Nous  finirons  par  faire  observer,  sur  la  loi  des  aires, 
que  les  plans  ne  sont  pas  les  seules  surfaces  sur  lesquelles 
elles  se  conservent  sans  altération  pendant  le  mouve- 
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ment  du  système.  La  mémo  propriété  appartient  aussi 
à  toute  surface  conique  circulaire  dont  le  sommet  est 
placé  au  foyer  des  rayons  vecteurs  ;  mais  il  faut  proje- 
ter ces  rayons  sur  le  cône  par  des  lignes  parallèles  à 
son  axe. 

Les  aires  décrites  sur  les  surfaces  de  différents  cônes 
de  même  axe  et  de  même  sommet  seront  réciproquement 
proportionnelles  aux  sinus  des  angles  sous  lesquels  ces 
cônes  sont  décrits;  d'où  Ton  voit  que  le  cône  qui  recevra 
l'aire  la  plus  petite  sera  le  cône  décrit  sous  l'angle  droit 
autour  de  Taxe  commun ,  c'est-à-dire  le  plan  perpendi- 
culaire à  cet  axe. 

Entre  tous  les  cônes  semblables  de  même  sommet, 
mais  d*axes  différents,  il  y  en  aura  un  seul  sur  la  sur- 
face duquel  Taire  tracée  par  les  rayons  vecteurs  sera  un 
maximum. 

Parmi  tous  ceux  qui  donneraient  de  même  les  aires 
maxima  relativement  aux  divers  foyers  de  l'espace ,  il 
y  en  aura  un  seul  qui  donnera  le  minimum  de  ces  aires 
maxima . 

Pour  les  axes  de  ces  cônes  remarquables,  ils  ne  sont 
autre  chose  que  les  axes  des  moments  ou  des  aires  qui 
jouissent  des  propriétés  analogues,  et  ils  se  détermine- 
ront absolument  de  la  même  manière.  Enfin  Fon  trou- 
vera, en  considérant  les  aires  tracées  sur  des  cônes 
quelconques  semblables,  tous  les  théorèmes  que  nous 
avons  donnés  par  rapport  aux  aires  qui  sont  tracées  sur 
de  simples  plans. 


THEORIE  ET  DETERMINATION 


i;équateur  du  système  solaire. 


Je  vais  développer  dans  ce  Mémoire  les  recherches 
nouvelles  que  j'ai  présentées  à  TAcadémie  le  24  mars 
1828,  et  qui  ont  pour  objet  l'une  des  questions  les 
plus  élevées  du  système  du  monde.  Il  s'agit  de  la  déter- 
mination exacte  du  seul  î)lan  des  aires  qui  soit  vraiment 
invariable  dans  notre  système  planétaire,  et  qui  en  forme 
en  quelque  sorte  l'immuable  équateur  ;  car  le  plan  que 
Laplace  a  nommé  invariable ,  [et  déterminé  comme  tel 
dans  sa  Mécanique  céleste  y  n'est  point  le  véritable;  et 
nous  allons  voir  qu'à  cet  égard ,  l'analyse  <le  l'auteur  avait 
besoin  d'être  rectifiée.  Mais,  auparavant,  je  crois  devoir 
rappeler  les  premières  idées  qui  ont  donné  naissance  à  la 
théorie  des  aires,  afin  de  jeter  un  nouveau  jour  sur  l'ori- 
gine et  la  suite  naturelle  de  ces  considérations. 


On  a  vu  que,  dans  le  mouvement  de  plusieurs  corps 
qui  réagissent  d'une  manière  quelconque  les  uns  sur 
les  autres,  mais  dont  le  système  est  supposé  parfaite- 
ment libre  de  toute    action  étrangère,  si   Ton   projette 
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sur  un  plan  les  aires  que  tracent,  autour  d'un  point  fixe 
ou  foyer,  les  rayons  vecteurs  menés  de  ce  foyer  à  toutes 
les  molécules  égales  du  système,  la  somme  de  ce^  aires 
projetées  demeure  constante  ,  c'est-à-dire  est  toujours  la 
même  en  temps  égal,  malgré  les  variations  qu'éprouve 
chacune  d'elles  par  Taction  réciproque  des  différents 
corps;  et  c'est  dans  cette  propriété  générale  du  mouve- 
ment des  systèmes  que  consiste  le  principe  si  connu  de  la 
Conservation  des  aires. 


II. 


Les  géomètres  ne  se  sont  pas  élevés  tout  d'un  coup 
à  cette  loi  générale  de  la  Dynamique.  L'origine  de  ces 
idées  remonte  à  Kepler,  qui  le  premier  imagina  de  consi- 
dérer l'aire  du  secteur  que  décrit  le  rayon  vecteur  d'une 
planète  dans  son  mouvement  autour  du  soleil.  Et  si  Ton 
cherche  ce  qui  a  pu  lui  donner  cette  idée  ,  on  trouvera  , 
ce  me  semble,  qu'il  y  parvint,  non  point  par  hasard 
comme  on  pourrait  le  croire  d'abord ,  mais  par  une  cer- 
taine marche  naturelle ,  que  je  veux  indiquer  en  passant, 
parce  qu'elle  se  retrouve  dans  toutes  nos  recherches ,  et 
qu'elle  résulte ,  pour  ainsi  dire ,  de  la  nature  même  de 
l'esprit  humain. 

Et,  en  effet,  nous  ne  connaissons  en  toute  lumière 
qu'une  seule  loi  :  c'est  celle  de  la  constance  et  de  l'uni- 
formité. C'est  à  cette  idée  simple  que  nous  cherchons  à 
réduire  toutes  les  autres ,  et  c'est  uniquement  dans  cette 
réduction  que  consiste  pour  nous  la  science.  Ainsi,  quand 
nous  étudions  les  choses  qui  changent  pour  découvrir  ce 
qu'on  appelle  la  loi  de  leurs  variations,  notre  unique 
objet  est  de  trouver  ce  qu'il  peut  y  avoir  d'uniforme  et  de 
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constant  au  milieu  de  ces  choses  qui  varient.  Que  si, 
avec  le  temps  et  par  un  nouvel  examen ,  nous  venons 
à  reconnaître  que  des  rapports  qui  nous  avaient  paru 
constants  sont  eux-mêmes  variables,  il  nous  faut  faire  un 
nouveau  pas.  Mais  notre  marche  est  toujours  la  même; 
car  alors  ce  n*est  plus  dans  ces  rapports,  mais  dans  quel- 
que autre  formé  de  leur  combinaison,  que  notre  esprit 
va  rechercher  cette  loi  de  constance  qui  avait ,  pour  ainsi 
dire ,  échappé  à  ses  premières  conclusions.  Tel  est ,  je 
crois,  le  mouvement  naturel  de  l'esprit  humain,  mouve- 
ment qu'on  pourrait  même  remarquer  dans  la  Géométrie 
et  dans  TAnalyse,  mais  dont  TAstronomic  nous  offre  ici 
rimage  la  plus  sensible. 

Ainsi ,  les  anciens  astronomes ,  d'après  les  premières 
apparences  des  mouvements  célestes ,  avaient  cru  natu- 
rellement que  les  planètes  décrivaient  dans  leur  cours 
des  cercles  parfaits,  et  qu'elles  les  décrivaient  d'un 
mouvement  uniforme  :  de  sorte  que  la  ligne  menée  du 
centre  à  la  planète  et  sa  vitesse  angulaire  étaient  regar- 
dées comme  constantes.  Malgré  quelques  inégalités  que 
l'observation  avait  rendues  sensibles ,  cette  première 
loi  du  mouvement  des  planètes  subsista  très-longtemps, 
parce  qu'on  faisait  disparaître  à  très-peu  près  ces  inéga- 
lités en  essayant  de  mieux  placer  le  centre  de  ce  cercle 
parfait  qu'on  avait  imaginé.  Mais  Kepler  ayant  re- 
connu par  la  comparaison  attentive  de  nombreuses 
observations,  que  le  mouvement  d'une  planète  se  fait, 
non  dans  un  cercle ,  mais  dans  une  ellipse  dont  le  soleil 
occupe  un  des  foyers,  de  sorte  que  le  rayon  vecteur 
et  l'angle  qu'il  décrit  étaient  tous  deux  variables  ;  et  ne 
trouvant  plus  ainsi,  ni  dans  ce  rayon,  ni  dans  cet  angle, 
celte  constance  qu'on  y  avait  d'abord  supposée ,  imagina 
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de  la  retrouver  dans  une  quantité  nouvelle  composée  de 
ces  deux-là  ;  et  considérant  dans  cette  vue  la  plus  simple 
qu'on  en  puisse  former,  savoir,  Taire  du  secteur  ellip- 
tique que  trace  le  rayon  vecteur  de  la  planète  autour  du 
soleil ,  il  trouva  enfin  que  cette  aire  était  constante,  c'est- 
à-dire  toujours  la  même  en  temps  égal ,  ou ,  en  d'autres 
termes  encore ,  que  Taire  décrite  était  proportionnelle  au 
temps  écoulé. 

Cette  loi  de  Kepler,  qui  n*était  prouvée  que  par  l'ob- 
servation ,  Newton  la  démontra  ensuite  comme  uti  théo- 
rème mathématique  qui  doit  avoir  lieu  dans  le  mouve- 
ment de  tout  corps  attiré  par  une  force  quelconque  vers 
un  centre  fixe;  et,  réciproquement,  il  fit  voir  que  si 
cette  description  uniforme  des  aires  est  observée  dans  le 
mouvement  d'un  corps ,  elle  est  une  preuve  de  Tattrac- 
tion  ou  de  la  tendance  de  ce  corps  au  centre  des  rayons 
vecteurs;  ce  qui  conduit  naturellement  au  principe  de  la 
pesanteur  universelle. 

Enfin,  vers  le  milieu  du  siècle  dernier,  le  chevalier 
d'Arcy,  Daniel  Bernoulli  et  Eiiler  découvrirent  presque  en 
même  temps ,  et  sous  des  formes  différentes ,  un  théorème 
plus  général,  mais  qui  n'est  en  quelque  sorte  que  celui  de 
Newton  étendu  à  plusieurs  corps  qui  seraient  soumis  à  la 
fois  à  leurs  actions  réciproques  et  à  des  forces  quelcon- 
ques dirigées  vers  un  même  point  fixe.  Dans  le  mouvement 
du  système  autour  de  ce  point  comme  foyer.  Taire  que 
décrit  chaque  corps  en  particulier  n'est  plus  constante, 
elle  varie  à  chaque  instant  de  grandeur  et  de  position  par 
Taction  perturbatrice  des  autres  corps.  Mais  en  projetant 
toutes  ces  aires  variables  sur  un  même  plan  fixe ,  et  les  mul- 
tipliant par  les  masses  respectives  des  corps,  on  trouve 
cpie   la  somme  de  tes  projections  est  <:onslante ,  et  se 
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conserve  sans  altération ,  comme  dans  le  cas  d'un  seul 
mobile. 

On   voit  comment  les  géomètres ,  qui  démontrent  et 
qui  généralisent,   ont  su   s'élever  rapidement  au  j)rin- 
cipe  général  des  aires  dans  un  système  quelconque  ,  et, 
par    conséquent,  dans   le    système    du    monde  :    mais 
observez,  en  passant,  que  si  ce  principe  n'eût  pas  été  ainsi 
démontré  et  découvert  à  l'avance,   le  temps  seul,  et  par 
celte   même   marche  de  l'esprit  que  j'ai   intliquée  plus 
haut,    aurait  encore    pu    nous  y   conduire.    Car,    à   la 
longue ,  et  par  des  observations  plus  précises ,  on  aurait 
reconnu  que  Taire  décrite  par  chaque  planète  n'est  pas 
rigoureusement  uniforme  ;  et  considérant  alors  les  dif- 
férentes aires  relatives  aux  différentes  planètes,  pour  en 
faire ,  ce  qui  était  naturel ,  la  combinaison  la  plus  simple  , 
comme  celle  de  Ja  somme  de  leurs  projections  sur  un  seul 
et  même  plan ,  on  aurait  retrouvé  dans  l'ensemble  de  ces 
aires  projetées  cette  constance  rigoureuse  qui  n'était  plus 
dans  chacune  d'elles. 

III. 

Quoi  (pi'il  en  soit ,  le  principe  a  lieu ,  comme  on  Ta 
dit,  dans  le  mouvement  d'un  système  de  corps  qui 
réagissent  d'une  manière  quelconque  les  uns  sur  les 
antres;  mais,  pour  la  rigueur  du  théorème,  il  faut 
l'énoncer  comme  je  l'ai  fait  au  commencement ,  c'est- 
à-dire  en  considérant ,  non  ])as  le  produit  de  chaque 
masse  par  Taire  que  décrit  le  rayon  vecteur  mené  au 
centre  de  ce  corps  ,  mais  la  somme  des  aires  décrites  par 
les  rayons  menés  à  toutes  les  molécules  égales  du  sys- 
tème *,  ce  qui  donne  la  vraie  quantité,  qui  est  rigoureu- 
scnient  constante  dans  tout  le  cours  du  mouvenienl. 

Statiquk  p.  i>5 
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Si  les  corps  ne  sont  point  attirés  vers  un  point  exté- 
rieur, et  tt^éprouvent  que  leur  action  ou  attraction  mu- 
tuelle y  le  foyer  des  rayons  veclcurs  peut  être  pris  partout 
ou  Ton  voudra  dans  l'espace.  Si  ^  comme  dans  le  système 
du  monde,  on  fait  abstraction  du  mouvement  généra) 
qui  emporte  le  système,  pour  ne  considérer  que  les  mou- 
vements relatifs  des  corps,  on  doit  placer  natureHement 
le  foyer  dans  leur  commun  centre  de  gravité ,  parce  que 
ce  point  déterminé  est  en  repos ,  et  comme  fixe ,  dans 
Tespace  relatif  où  s'exécutent  les  mouvements  observés 
des  différents  corps. 

IV. 

Maintenant,  si  Ton  considère  les  divers  plans  de 
projection  qu'on  pourrait  mener  par  le  même  foyer , 
et  sur  lesquels  la  somme  des  aires  projetées  aurait  en 
général  des  valeurs  différentes,  il  est  aisé  de  voir  que, 
parmi  ces  plans ,  il  y  en  a  une  infinité  où  cette  somme 
est  nulle  ;  que  tous  ces  plans  de  projection  nulle  se  cou- 
pent suivant  une  seule  et  même  droite  déterminée  ;  que 
tous  les  plans  possibles  qui  passent  par  cette  droite 
jouissent  de  la  même  propriété  ,  et  sont  les  seuls  qui  en 
jouissent.  Le  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  est  donc 
un  plan  distingué  de  tous  les  plans  de  l'espace  par  cette 
propriété,  que  la  somme  des  aires  se  trouve  nulle  sur 
tous  les  plans  qui  lui  sont  perpendiculaires.  Quant  aux 
plans  qui  lui  sont  également  inclinés,  la  somme  des  airifs 
y  a  une  même  valeur,  et  celte  valeur  est  proportionnelle 
au  cosinus  de  Tinclinaison  :  d'où  il  résulte  que,  sur  le 
plan  unique  et  distinct  dont  il  s'agit ,  cette  somme  est  la 
plus  grande  possible  ,  ou  ce  qu'on  appelle  un  maximum. 
Or  c'est  ce  plan  du  maximum  des  aires  que  Laplace  a 
nommé  le  plan  ifwariable. 
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La  considération  de  ce  plan  remarquable  s'était  déjà 
présentée  aux  géomètres  dans  la  recherche  analytique  du 
mouvement  de  quelques  systèmes  ;  et  elle  avait  même  été 
employée  dans  le  problème  de  la  rotation  d*un  corps 
solide  qui    tourne  librement  autour  de   son  centre  de 
gravité.  En  cherchant  à  simplifier  le  calcul,  on  était  arrivé 
naturellement  à  ce  plan  de  projection  ,  comme  à  Tun  des 
trois  plans  coordonnés  qu'on  devait  choisir  de  préférence , 
afin  de  rendre  nulle  la  somme  des  aires  sur  les  deux 
autres ,   et  de  faire  ainsi  disparaître  deux  intégrales  ou 
constantes   arbitraires.  Or  il  faut  faire  ici  une  remarque 
essentielle  ;  c'est  que  ce  seul  cas  particulier  de  la  déter- 
ininarion  du  plan  invariable  dans  le  mouvement  d'un 
corps  ou  système  solide   en  contient  au  fond  toute  la 
théorie;  car,  comme  l'expression  des  aires  décrites  par 
les  différents  points  d'un  système  ne  dépend  ni  de  la 
liaison ,    ni  de  l'attraction  mutuelle  de  ces  points ,  il  est 
évident  que  le  même  calcul ,  ou  la  même  transformation 
de  coordonnées ,  qui  détermine  ce  plan  dans  un  système 
de  points  invariablement  liés  entre  eux  ,  le  donne  égale- 
ment dans  un  système  de  points  liés   entre  eux  d'une 
manière  quelconque.  Ainsi,  l'on  voit  que  la  théorie  du 
plan    invariable  se  trouvait  connue,    parce   que,   cette 
théorie  étant  indépendante  de  la  nature  du  système  ,  un 
seul  exemple  qu'on  en  donne  suffit  pour  la  démontrer 
tout  entière.  Mais  il  est  jusle  de  dire  que  Laplace  est  le 
premier  qui  ait  considéré  et  déterminé  ce  plan  dans  notre 
système  planétaire  ,  et  qui  lui  ait  donné  un  nom. 


2j.  . 


388  EQUATEUR 

VI. 

Ce  grand  géomùlre  a  donc  cherché  la  position  que 
ce  plan  devait  avoir ,  par  rapport  à  Técliptique ,  au 
commencement  de  l'année  lySo,  et  même  celle  qu'il 
aura  en  1960 ,  d*après  les  variations  calculées  qu'au- 
ront subies  à  cette  é|>oque  les  excentricités,  les  incli- 
naisons et  les  nœuds  des  différentes  orbites  des  corps 
célestes.  Et,  par  les  formules  qu'il  a  données  à  ce 
sujet ,  ou  la  règle  qu'il  énonce  au  chapitre  II  du  livre  IV 
de  son  Exposition  du  Système  du  Monde,  il  a  trouvé 
(jue  l'inclinaison  du  )>lan  à  Técliptique  était  de  i%7689 
au  commencement  de  i^So;  et  la  longitude  de  son 
nœud  ascendant,  de  ii4",3979î  valeurs  qu'il  trouve 
devoir  être  à  très-peu  près  les  mêmes  en  1950,  la  lon- 
gitude du  nœud  ayant  seule  varié  de  45".  C'est  ce  qu'on 
peut  voir  dans  le  chapitre  XVII  du  livre  VI  de  la 
Mécanique  ce-leste. 

Mais,  ayant  eu  l'occasion  d'examiner  cette  analyse  ^ 
j*ai  remarqué  qu'elle  ne  pouvait  être  exacte  que  dans 
l'hypothèse  où  les  planètes  seraient  regardées  comme 
autant  de  points  massifs,  dont  chacun  serait  chargé  de 
la  masse  entière  de  la  planète  et  de  ses  satellites  ;  et 
qu'ainsi ,  pour  déterminer  le  plan  invariable  du  maxi- 
mum  des  aires,  Laplace  n'avait  considéré  que  les  aires 
<lues  aux  seuls  mouvements  de  révolution  des  pla- 
nètes autour  du  Soleil. 

VIL 

Or,  en  appliquant  nos  principes  à  cette  détermina- 
tion ,  j'ai  reconnu  que^  la  position  du  plan  invariable 
dans  le  système   du    monde    ne   dépendait    pas   seule- 
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ment  des  aires  que  dccrivent  les  ])laiiètcs  en  vertu  de 
leurs  révolutions  autour  cUi  Soleil ,  mais  qu'elle  dépen- 
dait encore  d'autres  aires  ,  auxquelles  on  n'avait  poini 
songé,  savoir,  de  celles  qui  sont  dues  aux  révolutions 
particulières  des  salellitcs  autour  de  leurs  planètes 
pnncipales,  et  de  celles  qui  naissent  de  la  rotation  de 
ces  planètes  et  du  Soleil  lui-même  sur  leurs  propres 
axes  II  résulte,  en  effet,  de  notre  ihéorie  des  couples, 
que  le  plan  dont  il  s'agit  n'est  au  fond  que  celui  d<* 
Faire  qui  proviendrait  de  la  combinaison  de  toutes  ces 
aires  simultanées,  si  on  les  composait  entre  elles  à 
la  manière  des  simples  forces  appliquées  sur  un  point; 
que  le  plan  de  cette  a  in»  résultante  est  le  seul  dont  ou 
puisse  affirmer  qu'il  demeure  immobile  dans  le  ciel  , 
ou  qu'il  reste  toujours  parallèle  à  lui-même,  quels  que 
soient  les  changements  que  la  suite  des  siècles  puisse 
amener  dans  les  mouvements,  dans  la  figure  et  la  po- 
sition mutuelle  des  différents  corps  célestes.  Que  si  l'on 
ne  composait  entre  elles  qu'une  partie  de  ces  aires  si- 
multanées ,  on  ne  pourrait  plus  dire  que  Taire  partielle 
qui  en  résulte  est  invariable  de  grandeur  et  de  position 
dans  l'espace:  d'où  il  faut  conclure  que  le  plan  in- 
variable déterminé  par  Laplace  peut  changer,  et  qu'ainsi 
il  n'est  pas  propre  à  faire  reconnaître ,  dans  la  suite 
des  temps ,  les  changements  réels  qui  peuvent  sur- 
venir dans  la  position  des  orbes  et  des  équateurs 
planétaires. 

VllI. 

Pour  remplir  ce  grand  objet,  et  donner  aux  astro- 
nomes futurs  le  nu)yen  de  comparer  avec  ])récision 
les   observations   séparées   par   <lo   longs  intervalles   de 
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temps,  il  faut  donc  recourir  à  ce  nouveau  plan  que  Je 
propose ,  et  (jui  forme  en  quelque  sorte  Timmuable 
équateur  du  système  du  monde.  Or  voici ,  diaprés  notre 
théorie  des  couples,  l'expression  la  plus  simple  de  la  règle 
qui  le  détermine  : 

«  Considérez  d*abord  ,  pour  chacun  des  corps  céles- 
»  tes ,  Faire  résultante  de  celles  que  décrivent  toutes 
»  ses  particules  autour  de  son  propre  centre  de  gravité, 
»  aire  qui  tombe  sur  le  plan  de  Téquateur  du  corps  , 
»  et  qui  a  pour  mesure  le  produit  de  son  moment 
»  d'inertie  par  sa  vitesse  angulaire  de  rotation  ;  et 
»  regardez  maintenant  les  centres  de  ces  corps  comme 
»  autant  de  points  oii  leurs  masses  respectives  seraient 
»  concentrées. 

»  Considérez  ensuite ,  pour  chaque  groiqie  formé  d'une 
»  p4anète  et  de  ses  satellites,  Taire  que  chacun  des  corps 
»  y  décrit  dans  son  orbite  autour  du  centre  de  gravité 
.)  de  ce  groupe,  laquelle  se  trouvera  en  multipliant  la 
X  masse  du  corps  par  le  carré  du  rayon  vecteur  et  la 
*  vitesse  angulaire  de  révolution;  et  réduisez  mainte- 
>'  nant  ce  groupe  à  son  centre  de  gravité  comme  à  ua 
w  seul  point  où  toute  la  masse  serait  concentrée. 

»  Considérez  enfin  les  aires  que  les  centres  de  ces 
»  groupes  et  ceux  des  corps  qui  n'ont  ])oint  de  satellites 
>  décrivent  dans  leurs  orbites  autour  du  commun  centre 
'>  de  gravité  de  tout  le  système  ,  et  dont  chacune  se  mesu* 
j»  rera  de  même  en  multipliant  la  masse  par  le  carré  du 
»  rayon  vecteur  et  la  vitesse  angulaire  de  révolution. 

»  Si,  par  ce  même  centre  de  tout  le  système,  vous 
M  menez  des  lignes  perpendiculaires  aux  plans  respectifs 
»•  de  toutes  les  aires  (|uo  je  viens  de  considérer  ,  et  pro- 
w   portioTHiclles  à  leurs  grandeurs  ,  et  que  vous  composiez 
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•  entre  elles  toutes  ces  lignes  à  la  manière  des  forces  ,  la 
«»  ligne  résultante  sera  perpendiculaire  au  plan  de  Téqua- 
*>  teur  cherché  ,  et  sa  loD{^ueur  représentera  la  qiiantité  de 
o   Taire  totale  qui  s'y  décrit. 

•  Sur  quoi  il  faut  observer  que  3es  lignes  composantes 
B  dont  il  s^agit  doivent  être  tirées  d^un  même  côté  de 
»  récliptique,  parce  que  ,  dans  notre  système  ,  les  dififé- 
•*  rentes  aires  que  ces  lignes  représentent,  étant  vues  de 
»  ce  même  côté,  se  décrivent  toutes  dans  le  même  sens. 
»  Ainsi,  en  supposant  toutes  ces  lignes  menées  du 
»  côté  boréal  de  i'écliptique ,  la  ligne  résultante  prolon- 
N  gée  de  ce  cx)té  ii-a  marquer  dans  le  ciel  le  pôle  b4iréal  de 
M  réquateur  du  système  du  monde.   » 

Par  cette  règle  générale  (ou  les  formules  qu^on  en 
peut  facilement  déduire),  si  l'on  suppose  connus  les 
masses  et  les  moments  d'inertie  des  corps  célistes,  il  est 
évident  qu  a  une  époque  quelconque  ,  et  par  les  distancées 
et  les  mouvements  mêmes  des  corps  célestes  observés  à 
cette  époque ,  on  pourra  déterminer  la  position  de  cet 
équateur  par  rapport  au  plan  mobile  de  quelque  orbite 
planétaire  ,  tel ,  par  exemple ,  que  le  pla.i  de  notre  éclip- 
tique.  Si  donc  on  imagine  que  la  recherche  en  soit 
faite  à  des  époques  différentes ,  et  qu'on  le  trouve  situé 
dans  des  positions  différentes,  comme  on  est  sûr  que  ce 
plan  n^aura  pas  changé,  on  conclura  le  changement  réel 
survenu  dans  la  position  de  Técliptique  et  des  différentes 
orbites  qu'on  y  aurait  rapportées.  C'est  ainsi  que  les 
observations  des  mouvements  célestes  peuvent  être 
ramenées  à  des  termes  fixes ,  et  dégagées  de  Tincerti- 
tflde  et  de  Terreur  que  les  variations  de  l'écliptique  et  le 
mouvement  propre  des  étoiles  auraient  pu  à  la  longue  v 
introduire. 
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IX. 


Quant  à  ces  aires  nouvelles  qui  doivent  entrer  dans 
la  détermination  de  notre  plan  invariable,  on  pourrait 
dire  que  colles  qui  viennent  des  niouvemenls  particuliers 
des  satellites,  et  même  de  la  rotaûon  de  quelques  pla- 
nètes, sont  des  quantités  assez  petites,  et  que  le  plan 
invariable ,  déterminé  en  ne  négligeant  que  ces  petites 
quantités,  différerait  peu  du  véritable.  Mais  il  faut  re- 
marquer que  Faire  due  à  la  rotation  du  Soleil  est  une 
quantité  considérable  ,  et  qui  ne  peut  être  omise  dans 
aucun  cas  :  car,  en  supposant  d'abord  le  Soleil  homogène , 
je  Irouvc  que  cette  aire  vaut  plus  de  5o  fois  celle  que  la 
terre  décrit  en  vertu  de  son  mouvement  dans  son  orbite 
annuelle.  Si ,  comme  il  est  vraisemblable ,  la  densité 
du  Soleil  n'est  pas  uniforme,  mais  qu'elle  augmente 
de  la  surface  au  centre,  en  raison,  de  la  profondeur,  ou 
bien  encore ,  suivant  cette  loi  de  densité  que  Laplace 
emploie  pour  la  figure  de  la  Terre,  dans  le  tome  V  de 
sa  Mécanique  céleste,  et  qui  fait  la  densité  propor- 
tionnelle à  la  racine  cari'ée  de  la  pression ,  je  trouve 
que  Paire  décrite  a  encore  les  deux  tiers  de  la  valeur 
précédente.  Kt  dans  l'hypolhésc  même  où  la  densité 
irait  en  croissant,  depuis  la  surface,  où  elle  serait  nulle, 
jusq^i'au  centre  ,  où  elle  deviendrait  infinie,  comme  ferait 
Tordonnée  d'une  hyperbole  équilatère  qui  s'avancerait 
|wrallùlement  à  elle-même  pour  se  confondre  avec  l'a- 
symptote, je  trouve  (|ue  l'aire  dont  il  s'agit  vaudrait 
encore  la  moitié  de  celle  qui  a  lieu  dans  le  cas  de  l'ho- 
mogénéilé.  De  sorte  que,  dans  celte  hypothèse  qui  |)a- 
raît  extrême,  le  plan  invariable  de  Laplace,   déterminé 
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sans  tenir  compte  ile  celte  (juanlilc,  diffèie  aiilaiU  du 
véritable  que  si  Ton  eut  oublié  dans  le  calcul  au  moins 
25  globes  tels  que  le  nôtre,  qui  auraient  circulé  comme 
lui,  à  la  même  distance  du  Sc^leil,  et  dans  un  plan  incliné 
d'environ  7°  au  plan  de  notre  écliptique.  Cette  omission 
allure  donc  d'une  manière  très-sensible  la  position  du 
plan  invariable  :  car  il  est  aisé  de  voir  qu'elle  change  de 
plusieurs  n)inutes  son  inclinaison  à  Técliptique,  et  de 
plusieurs  degrés  la  longitude  de  son  nœud  ascendant. 
Ainsi,  il  paraît  aussi  nécessaire  pour  ra])plication  que  pour 
la  théorie  d'avoir  au  moins  égard ,  dans  le  système  dti 
monde,  à  cette  partie  des  aires  qui  vient  de  la  rotation 
connue  du  soleil. 

X. 

11  peut  paraître  surprenant  qno  Laplace,  (jui  le  pre- 
mier a  eu  l'idée  de  chercher,  dans  le  système  du  monde, 
la  position  d'un  plan  invariable  déterminé  par  la  condi- 
tion que  la  somme  des  aires  projetées  y  soit  un  maxi- 
mum ,  n'ait  considéré  dans  son  analyse  que  les  aires 
décrites  par  les  planètes  en  vertu  de  leurs  mouvements 
de  révolution  autour  du  Soleil,  et  qu'il  ait  oublié,  non- 
seulement  les  aires  dues  aux  révolutions  particulières 
des  satellites,  mais  encore  celles  qui  naissent  de  la  rota- 
tion de  ces  planètes  et  du  Soleil  lui-même  sur  leurs  pro- 
pres axes.  Et  si  l'on  est  surpris  que  cette  omission  sin- 
gidicrc  ait  pu  avoir  lieu,  on  ne  l'est  p.is  moins  qu'elle  ait 
échappé  jusqu'ici  à  ceux  qui  ont  pu  étudier  ce  point 
capital  de  la  Mécanique  céleste.  Par  le  peu  que  j'ai  dit, 
on  voit  bien  ce  qui  doit  manquer  aux  formules  de 
Laplace  :  le  défaut  est  sensible;  mais  ce  que  je  cherche  ici 
<'St  la  cause  naturelle  (pii  y  a  fait  tomber. 
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Or,  avec  un  peu  de  réflexion,  il  n'est  pas  difficile  de 
remonter  à  la  source  de  cette  erreur,  et  de  la  trouver 
dans  cette  théorie  même  qii^on  avait  autrefois  des  aires 
ou  des  moments  :  théorie  fmparfaite  où  Ton  ne  savait 
pas  d'une  manière  précise  ce  que  ces  quantités  repré- 
sentent,   je    ne    dis  pas    dans  le  calcul,  mais  dans    la 
science  des  forces  considérée  en  elle-même.  Et  en  effet , 
pour    Laplace    comme    pour    les   anciens    auteurs,    les 
moments  ou  les  aires  ne  sont  que  de  simples  quantités 
numériques  ou  géométriques ,   de  pures  expressions  d'a- 
nalyse,   qui    se  présentent   dans  les  équations  de    l'é- 
quilibre ou  du  mouvement  des  systèmes,   et  auxquelles 
on    aurait  simplement  donné    un  nom   pour  abréger  le 
discours.   Sous   ce   point   de  vue  géométrique,  le  plan 
invariable  que  l'auteur  considère  n'est  donc   qu'un  cer- 
tain plan  choisi  entre  les  autres  par  la  condition  que  la 
projection  des  aires  y  soit  la  plus  grande;  ou  plutôt, 
«'est  l'un  des  trois  plans  coordonnés ,   choisi  de  manière 
que  la  projection  des  aires  soit  nulle  sur  les  deux  autres; 
ce  qui  est  une  pure  transformation  de  coordonnées,  qui 
parait  propre  à  simplifier  le  calcul ,  en  faisant  disparaître, 
comme  on  l'a  dit ,  deux  constantes  arbitraires.  Or  on  ne 
voit  là  que  des  quantités  abstraites,  de  simples  formules 
d'analyse ,  sans  aucune  idée  de  la  naturel  propre  des  gran- 
deurs dont  il  s'agit  dans  la  science  de  l'équilibre  ou  du 
mouvement  des  systèmes.  Et ,  comme  Tidée  de  considérer 
les  aires  dans  le  système  du  monde  vient  de  cette  fameuse 
loi  de  Kepler,  qui  n'est   relative  qu'aux  secteurs  décrits 
par  les  rayons  vecteurs  des  planètes  dans  leur  mouve- 
ment   elliptique    autour  du  Soleil,  il  est  assez    naturel 
que   Laplace  ne  songe  qu'à  ces  mêmes  aires  dues  aux 
révolutions  des  planètes,  et  que,  dans  la  théorie  de  »on 
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plan  invariable,  il  oublie  toutes  les  autres.  Il  semble 
d'ailleurs  que  ces  autres  aires,  produites  par  les  mou- 
vements particuliers  des  satellites  et  par  la  rotation  des 
planètes  sur  elles-mêmes,  n'étant  point  tract*es,  comme 
les  premières ,  autour  d'un  même  centre ,  mfiis  se  décri- 
vant à  part  autour  de  divers  centres  .particuliers,  elles 
sont  en  quelque  sorte  des  aires  indépendantes,  et  qu'elles 
ne  doivent  point  entrer  dans  la  combinaison  dont  il 
s*agit.  Ainsi,  en  supposant  même  que  la  considération 
de  ces  quantités  se  fût  présentée  un  moment  à  Tesprit ,  ou 
voit  qu'elle  aurait  pu  être  aussitôt  écartée  conmie  une 
idée  étrangère,  et  sans  qu'on  en  fît  aucune  mention. 
C'est  ce  qui  explique  naturellement  l'omission  ou  Ter- 
reur dont  je  parle  et  qui  a  pu  si  facilement  échapper  dans 
l'ancienne  théorie.  Mais ,  dans  nos  principes ,  cette  omission 
est  impossible  :  car,  pour  nous,  les  aires  ne  sont  point 
des  surfaces  qu'on  projette  sur  tel  ou  tel  plan ,  mais  de 
véritables  forces  de  rotation  ou  des  couples  qui  s'exercent 
dans  le  système  ;  et  il  ne  s'agit  pas  ici  de  simplifier  un 
calcul  ou  de  chercher  un  plan  sur  lequel  la  projection  des 
aires  soit  un  maximum^  mais  bien  de  composer  entre  eux 
ces  couples  qui  agissent,  et  de  déterminer  la  grandeur 
et  la  position  du  coiq>le  unique  qui  en  résulte  :  couple 
remarquable,  dont  on  démontre  que  le  plan  et  la  gran- 
deur se  conservent  les  mêmes  dans  tout  le  cours  du  mou- 
vement, malgré  les  changements  qui  arrivent  aux  gran- 
deurs et  aux  inclinaisons  mutuelles  des  différents  couples 
qui  le  composent.  Par  cette  notion  dynamique  des  aires, 
il  suffit  donc  de  jeter  les  yeux  sur  le  système  du  monde 
pour  voir  que  Faire  maximum ,  ou  ,  pour  mieux  dire,  que 
Taire  résultante  doit  être  rouq>osée  non-seulement  de 
<'cllcsqui  viennent  du  mouvement  des  planètes  dans  leurs 
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orbites,  mais  encore  de  celles  qui  naissent  des  mouvements 
])articuliers  des  satellites  et  de  la  rotation  de  tons  ces 
corps  sur  leurs  propres  axes  :  car,  bien  que  ces  aires  soient 
décrites  autour  de  différents  centres ,  comme  elles  ne 
sont  qu'une  expression  géométrique  des  couples  qui  les 
produisent,  il  est  évident  qu'elles  doivent  être  toutes  rap- 
portées à  un  seul  et  même  foyer,  et  se  composer  ensemble 
comme  si  leurs  plans  y  étaient  tous  transportés  parallèle- 
ment à  eux-mêmes. 

Ainsi,  la  composition  des  couples  ,  qui  a  étendu  et  sim- 
plifié toute  la  doctrine  des  aires,  aura  servi  encore  à 
nous  faire  découvrir  une  erreur  (|ui  pouvait  rester  long- 
temps cachée  dans  une  application  de  la  Mécanique  à  l'un 
des  plus  grands  objets  du  système  du  monde.  Cet  exemple 
nous  fait  sentir  toute  l'importance  qu'on  doit  attacher  aux 
notions  primitives  et  aux  vrais  principes  des  choses;  car 
le  calcul  n'est  qu'un  instrument ,  qui  ne  produit  rien  par 
lui-même,  et  qui  ne  rend  en  quelque  sorte  que  les  idées 
qu'en  lui  confie.  Si  nous  n'avons  que  des  notions  im- 
parfaites, ou  si  l'esprit  ne  regarde  la  question  que 
d'un  point  de  vue  borné,  ni  l'analyse  ni  le  calcul  ne  lui 
apporteront  plus  de  lumière,  et  ne  donneront  à  nos 
résultats  plus  de  justesse  ou  plus  d'étendue  :  au  contraire, 
on  peut  dire  que  cet  art  de  réaliser  en  quelque  sorte  par 
le  calcul  de  fausses  ou  de  vagues  conceptions  n'est 
propre  qu'à  rendre  l'erreur  plus  durable,  en  lui  donnant, 
pour  ainsi  dire,  une  sorte  de  consistance. 

XI. 

Au  reste,  si  l'on  veut  voir,  par  le  calcul  même,  le  dé- 
faut des  formules  de  Laplacc,    il  n'y  a  qu'à  considérer 
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les  irois  équations  (pril  emploie ,  et  d'où  il  part  eomme 
d'une  expression  exacte  de  la  conservation  des  aires  sur 
les  Irois  plans  rectangles  des  axes  coordonnes. 

En  plaçant  l'origine  ou  le  foyer  des  rayons  vecteurs 
au  commun  centre  de  gravité  de  tous  les  corps  /?/ ,  ///S 
/If",  etc.,  qui  composent  le  système  proposé,  et  nom- 
mante, ^,  z  les  trois  coordonnées  du  centre  du  corps  m  ; 
^\x\  ^'  celles  du  centre  de  ///',  etc.;  et  employant, 
pour  abréger,  le  signe  ï  pour  indiquer  la  somme  de 
tous  les  termes  semblables  à  celui  qu'on  écrit  à  la  suite  de 
ce  signe ,  les  trois  équations  dont  il  s'agit  sont  représen- 
tées simplement  par 

^     /     dY  ^..^  . 

Istn  \  X  — X  ~r  ]  ^^  ^  ^^  constant*: y 


[     dr  d.v\ 

\''W'''di) 

(dx  dz  \ 


Im      z  — X  -:-]  =  c'  =:  constante 


Im  [  Y z  —-  ]  z=  c    =  constante, 

y   dt  dt  I 

Or  je  dis  que  ces  formules  ne  sont  vraies  qu'autant  que 
les  coqis  du  système  y  sont  réellement  d<'s  |)oints  dont 
les  masses  respectives  seraient  fu  ,  ///',  ///'',  etc. 

Que  si  M ,  par  exemple,  est  un  corps  de  dimension 

/.  .     .  /    ^(r        ^^.^A        .    , 

finie,    le  terme   /;/   I  •^' -^ *^' ^7"  )  '   ^'"    ^^    rapporte 

dans  la  première  équation  ,  n'exprime  pas  la  projec- 
tion ,  sur  le  plan  des  xj- ,  de  l'aire  décrite  autour  de 
l'origine  par  le  mouvement  de  ce  corps  m.  Et,  en  effet , 
il  est  évident  que  celte  aire  est  la  somme  de  toutes 
celles  qui  sont  dues  au  mouvement  de  toutes  les  parti- 
cules  du    même   C(»rps.    Or ,   en   uonimant   X  et   Y  les 
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coordonnées  de  la  particule  dm  par  rapport  aux  mêmes 
axes,  il  est  clair  que  la^ somme  dont  il  $*agit  est  l'inté- 
grale   1  (  X  —  ^  Y  —  ]  dm  étendue  à  la  masse  entière 

du  corps  /w;  et  Ton  va  voir  que  cette  intégrale  n'est 
pas  exprimée ,   comme  on   le   suppose  ,    par   le    terme 

/     dj  dx\ 

\     dt        -^  dt  ) 

Soient,  en  effet,  g  et  31  les  deux  coordonnées  de  la 
particule  dm ,  parallèles  aux  x  et  j^*,  mais  rapportées  an 
centre  de  gravité  du  corps  m ,  de  sorte  que  l'on  ait 

X  =  X  -4-Ç,        Y  =z  r  -f->î, 

dy 

et 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  l'intégrale  précédente 
I  f  X  — I Y  —  \  dm^    et    si  Ton  observe  que,  l'ori- 
gine des  Ç  et  >î  étant  au  centre  de  gravité  de  m ,  on  a 

Jldm  =  o ,  J'ndm  =  o ,    j  —-  dm  =  o ,      1  —  dm  =  o , 


dX  _  dx       dl 

dY  _dy        dyi 

~dt~~dt~^lt' 

dt~  dt'^  dt 

on   trouvera   que    l'intéf'rale     /  (  X Y  —  \   dm  a 

^         J  \      dt  -'*  ' 


dt) 
pour  valeur  la  somme  des  deux  termes 


df  dx\  Ci ,dn  dl\  ^ 

de   sorte  que   la  valeur  de  l'aire  décrite  diffère  pré- 
cisément  de   la    valeur    qu'on    emploie ,    de   l'intégrale 
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I  f  Ç  -7-  —  ri  --  j  r//w ,   qni  exprime  l*aire  due  à  la  ro- 
tation de  ni  sur  son   propre  centre;   quantité  qui  doit 

«  .        »    '      n  •  /     ^Y  dx\ 

être   ajoutée  à  Taire  m   (.v~ v -7-    »  si  la  rotation 

\     «^        "   dt  f 

(lu  corps  a  Heu  dans  le  même  sens  que  son  mouve- 
ment de  révolution  ,  et  qui  doit  en  être  retranchée  dan* 
le  cas  contraire. 

Les  véritables  équations  qui  expriment  la  conserva- 
tion des  aires  dans  le  système  sont  donc,  en  nommant  Ç 
la  troisième  coordonnée  de  dm  relative  au  centre  de  w, 

D'où  Ton  voit  que ,  dans  cette  théorie  des  aires  appli- 
quée an  système  du  monde ,  lorsqu'on  réduisait  les  pla- 
nètes et  le  Soleil  lui-même  à  des  points  massifs  placés 
dans  leurs  centres  de  gravité,  on  supprimait,  sans  s'en 
apercevoir,  toute  cette  partie  des  aires  qui  naissent  de 
leurs  mouvements  de  rotation  sur  eux-mêmes.  L'erreur 
est  toute  semblable  à  celle  qui  nous  ferait  prendre  pour  le 
moment  d'inertie  d'un  corps  relatif  à  un  certain  axe  ex- 
térieur le  produit  de  la  masse  de  ce  corps  par  le  carré 
de  la  distance  de  son  centre  de  gravité  à  l'axe  que  l'on 
considère  ;  tandisque  la  vraie  valeur  de  ce  moment  d'inertie 
est  égale  au  produit  précédent  ,  augmenté  du  moment 
d'inertie  du  corps  par  rapport  à  l'axe  parallèle  qui 
\>asse  en  son  centre  de  gravité. 
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Mais,  indépeiidanïment  de  ces  aires  dues  aux  rota- 
tions du  Soleil  et  des  planètes  ,  on  avait  encore  oublié 
celles  qui  naissent  des  mouvements  particuliers  des  sa- 
tellites; car,  pour  en  tenir  compte,  il  ne  suffit  pas, 
comme  on  peut  le  croire  ,  de  ])rendre  pour  la  valeur 
de  m  la  masse  de  la  planète  réunie  à  celle  de  ses  satel- 
lites; il  faut  encore  ajouter  les  termes  qui  expriment 
les  aires  dues  aux  révolutions  particulières  de  cette  pla- 
nète et  de  ses  satellites  autour  de  leur  commun  centre 
de  gravité  ;  et  il  faudrait  même  ajouter  les  petites 
aires  qui  sont  dues  aux  rotations  des  satellites  sur  eux- 
mcines,  si  Ton  voulait  être  dans  toute  la  ligueur  des 
choses. 

XII. 

Les  formules  cm|)loyées  par  Laplace  ne  peuvent 
donc  (  même  en  faisant  abstraction  des  satellites)  expri- 
mer exactement  les  aires  décrites  que  dans  le  cas  où 
les  corps  /;?,  ///',  m",  etc.,  seraient  privés  de  toute 
rotation  sur  eux-mêmes,  ou  bien  encore  seraient  des 
points  massifs  (et  dont  il  faudrait  même  supposer  que 
la  roiation  n'est  pas  infinie  )  ;  car  il  n'y  a  que  Tune  ou 
l'autre  de  ces  hy[)othèses  qui  puisse  faire  disparaître 
les  termes  qu'il  a  oubliés  dans  son  analyse.  Ces  for- 
mules ne  donnent  donc  ])oinl,  et  ne  donneront  jamais 
k'S  valeurs  des  aires  décrites  dans  le  système  des  corps 
célestes,  car  tous  ces  corps  sont  de  dimension  finie, 
et  ils  tournent  actuellement  sur  leurs  axes;  et  quand 
bien  même  il  arriverait ,  par  quelque  cause  que  ce  fût , 
que  chacun  d'eux  se  condensât ,  et  se  rédttisît  en  quelque 
sorte   à    son  centre  de  gravité,    les  aires  actuelles   dues 
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à  leurs  mouvements  de  rotation  ne  s'évanouiraient  point. 
Par  le  principe  même  des  aires ,  à  mesure  que  chaque  corps 
se  condenserait,  il  serait ,  pour  ainsi  dire ,  forcé  de  tourner 
plus  vite ,  et  de  manière  que  Taire  due  à  sa  rotation  fût 
toujours  conservée  :  d'où  Ton  voit  que  les  expressions  qui 
forment  les  premiers  membres  des  équations  de  Laplace 
n'en  seraient  pas  moins  incomplètes  qu'auparavant,  et 
qu'ainsi  ces  équations  ne  peuvent  jamais  donner  le  plan 
du  maximum  des  aires,  le  seul  qui  soit  rigoureusement 
invariable. 

XIII. 

A  la  vérité ,  si  chaque  corps  était  infiniment  petit ,  et 
que,  par  conséquent,  les  distances  de  ses  différentes  mo- 
lécules à  un  centre  extérieur  d'attraction  pussent  être 
regardées  comme  égales  entre  elles,  on  pourrait  dire  que 
la  rotation  de  ce  corps  sur  lui-même  ne  serait  point  alté- 
rée par  l'attraction  des  autres.  Et  il  en  serait  de  même 
si  chaque  corps,  au  lieu  d'être  un  [)oint  massif,  était 
un  globe  parfait  de  dimension  finie,  formé  de  couches 
concentriques  dont  chacune  serait  d'une  densité  uniforme 
dans  toute  son  étendue;  car,  pour  chacun  de  ces  globes, 
les  attractions  des  autres  se  réduisant  toujours  à  une  force 
simple  qui  passerait  par  le  centre  de  ce  globe ,  il  est  évi- 
dent que  son  mouvement  de  rotation  n'en  serait  pas  plus 
troublé  que  dans  le  cas  précédent.  Dans  l'une  ou  l'autre 
de  ces  deux  suppositions ,  on  pourrait  donc  dire  que  la 
projection  des  aires  dues  aux  rotations  des  corps  serait  à 
part  une  quantité  constante  sur  chacun  des  plans  coor- 
donnés; que,  pai; conséquent,  les  projections  des  aires  dues 
aux  seuls  mouvements  de  révolution  seraient  aussi  à  part 
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des  quantités  constantes  sur  les  mêmes  plans,  et  qu'ainsi 
le  plan  déterminé  par  les  équations  de  Laplace,  s'il  n'est 
plus ,  comme  je  Tai  fait  voir ,  le  plan  du  maximum  des 
aires 9  est  du  moins  un  certain  plan  qui  demeure  invariable 
déposition,  malgré  Taction  mutuelle  des  différents  corps 
du  système. 


XIV. 


Quoique  les  deux  hypothèses  précédentes  n'aient  point 
lieu  dans  la  nature,  et  qu'on  puisse  se  dispenser  de 
les  examiner ,  il  n'est  peut-être  pas  inutile  de  montrer 
ici  tout  ce  qu'elles  ont  de  faux  en  elles-mêmes  et  de 
contraire  à  la  question  de  philosophie  naturelle  dont  il 
s'agit. 

Et  d'abord  on  pourrait  remarquer  que  si  chacun  des 
corps  célestes  était  un  globe  parfait ,  tel  que  je  viens 
de  le  dire,  il  serait  fort  inutile  de  faire  un  long  calcul 
(et  dépendant  même  de  données  assez  mal  connues), 
pour  trouver  un  plan  qui  fut  invariable  dans  le  sys- 
tème du  monde  :  car  il  suffirait  de  prendre  comme 
tel  le  plan  de  l'équateur  de  l'un  de  ces  globes ,  et ,  par 
exemple,  celui  du  Soleil,  ou,  ce  qui  serait  encore  plus 
simple  et  plus  facile,  celui  de  la  terre  que  nous  habi- 
tons. Il  est  clair  que  cet  équateur  resterait  toujours 
parallèle  à  lui-même  dans  l'espace,  et  qu'on  y  pour- 
rait rapporter  avec  précision  les  plans  des  différentes 
orbites  des  corps  célestes.  Cette  supposition,  comme 
on  voit,  ne  convient  guère  à  notre  système,  puisque 
le  seul  aplatissement  très -petit  de  notre  globe  vers 
ses  deux  pôles  suffit  déjà  pour  déranger  à  chaque  in- 
stant notre  équateur,  comme  on  le  reconnaît  dans  le 


DU   SYSTÈME    SOLAIRE.  4o^ 

ciel   par  le  phénomène  sensible  de  la    précession    des 
équinoxes.* 

Mais,  pour  en  venir  à  cette  hypothèse  imaginaire  où 
les  planètes  seraient  des  globes  parfaits,  je  dis  que ,  même 
dans  ce  cas,  il  ne  serait  pas  permis  de  proposer  comme 
un  plan  qui  doit  rester  invariable  dans  toute  la  suite  des 
siècles,  ni  l'un  des  équateurs  de  ces  globes,  ni  le  plan 
déterminé  par  les  formules  de  Laplace,  où  l'on  ne  tient  pas 
compte  des  aires  dues  aux  rotations  des  corps  du  système. 
Et  en  effet,  pour  affirmer  qu'un  tel  plan  demeurera  inva- 
riable/il  faudrait  être  assuré  que  la  figure  des  corps  ne 
sera  point  changée ,  soit  par  quelque  rencontre  ou  choc 
mutuel  qui  pourrait  survenir  entre  eux ,  soit  par  quelque 
force  intérieure  qui  viendrait  à  s'y  développer ,  ou  même 
par  quelque  explosion  subite  qui  ferait  éclater  le  corps 
en  plusieurs  fragments,  comme  M    Olbers^  et  après  lui 
quelques  géomètres,  conjecturent  que  cela  est  déjà  ar- 
rivé à  Tune  des  anciennes  planètes  de  notre  système, 
laquelle,  en  se  brisant,  aurait  produit  les  quatre  pla- 
nètes  nouvelles   qu'on  a  nommées  P allas ,   Cérès ,  Ju- 
non  et  Vesta.  Or,  la  figure  du  corps  étant  ainsi  changée , 
soit  par  une  de  ces  causes,   soit   par  tout    autre  qui 
ttous  est  inconnue,  l'aire  due  à  la  rotation  de  ce  corps 
sur  lui-même  commencerait  d^étre  altérée   par  l'action 
des  autres,  et  cesserait  d'être  à  part  une  quantité  con- 
stante. Les  aires  dues  aux   mouvements  de  révolution 
cesseraient  donc  aussi  d'être  constantes,  et  ni  l'équa- 
teur  du  corps  ni  le  plan  dont  j'ai  parlé  ne  seraient  plus 
invariables  de  position  dans  l'espace.  Ainsi,  l'on  voit  que 
tons  ces  plans  viendraient  à  changer,  tandis  que  le  nôtre 
resterait  le  même ,  et  que  la  grandeur  de  Taire  qui  y  tombe 
n'aurait  pu  éprouver  la  moindre  altération  par  aucune 
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de  ces  causes  qui  auraient  troublé  toutes  les  aires  indivi- 
duelles qui  la  composent. 

XV. 

Tel  est  donc,  pour  un  système  libre  de  toute  action 
étrangère,  le  plan  imique  dont  l'invariabilité  puisse  être 
assurée  dans  toute  la  suite  des  siècles.  Ce  grand  équateur 
seul,  et  l'aire  qui  s'y  projette,  ne  dépendent  ni  de  la 
liaison  mutuelle  des  corps,  ni  de  la  loi  de  leur  attraction, 
qui  pourraient  même  changer  arbitrairement,  soit  par 
degrés  insensibles,  soit  d'une  manière  brusque,  comme 
on  voudra  le  supposer.  Ainsi ,  dans  notre  système  plané- 
taire ,  on  pourrait  imaginer  que  la  loi  d'attraction  devînt 
tout  autre,  ou  que  la  gravité  même  vînt  à  cesser,  ou  que 
la  figure  des  corps  fût  altérée  par  des  forces  quelconques, 
ou  même  p^fr  les  mouvements  volontaires  des  êtres  ani- 
més qui  les  habitent;  on  pourrait  supposer  que  le^pla- 
nètes,  qui  aujourd'hui  nagent  librement  dans  l'espace, 
vinssent  tout  à  coup  à  se  lier  ensemble  d'une  manière 
quelconque ,  et ,  par  exemple ,  de  manière  à  former  un 
système  entièrement  solide,  etc.  ;  et,  malgré  tous  ces  chan- 
gements, le  plan  invariable  des  aires  se  retrouverait  exac- 
tement dans  la  même  position  qu'il  occupe  aujourd'hui , 
et  qu'il  a  toujours  occupée  depuis  l'origine  des  choses  : 
propriété  remarquable  qui  caractérise  ce  plan  ,  et  qui  n'ap- 
partient à  nul  autre  déterminé  sans  tenir  compte  de  toutes 
les  aires  actuellement  décrites  dans  le  système. 

XVI. 

On  trouvera  peut-être  que  j'insiste  sur  des  vérités 
claires;  mais  la  question   mérite  d'être  développée  ;  et 
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d'ailleurs,  par  quelques  difficultés  qui  ont  été  faites 
à  ce  sujet,  j*ai  pu  croire  que  notre  théorie  n'avait  pas 
été  bien  comprise.  J'ai  donc  voulu  montrer  avec  évi- 
dence que,  dans  notre  système,  il  n'y  a  qu'un  seul 
plan  invariable,  comme  il  n'y  a  qu'un  seul  point  qui  soit 
le  centre  de  gravité ,  et  une  seule  droite  qui  en  marque 
la  route  dans  l'espace  ;  que  la  forme  des  mobiles ,  la  loi 
particulière  de  l'attraction  réciproque  au  carré  des  dis- 
tances, n'entrent  absolument  pour  rien  dans  cette  théo- 
rie, et  que,  par  conséquent,  elle  ne  peut  être  modifiée 
par  aucune  raison  qu'on  voudrait  tirer  de  ces  circon- 
stances étrangères  ;  que  d'ailleurs  ce  plan  invariable  ne 
saurait  être  déterminé  avec  trop  de  précision ,  et  qu'il 
doit  l'être,  autant  que  possible,  indépendamment  de  toute 
autre  théorie,  puisque,  par  l'hypothèse  même,  il  est 
destiné  à  faire  reconnaître  les  plus  petits  cffkngements  qui 
peuvent  survenir  dans  le  système,  et  à  rectifier  ou  confir- 
mer nos  autres  calculs  sur  les  variations  des  mouvements 
célestes. 

XVII. 

DÉTERMINATION  de  l'cquatcur  dont  il  s'agit. 

Quant  à  la  détermination  effective  de  ce  plan ,  elle 
suppose  à  la  vérité  que  l'on  connaisse,  outre  la  pro- 
portion des  masses  des  différents  corps  célestes,  les  va- 
leurs de  leurs  moments  d'inertie  par  rapport  à  leurs 
axes  de  rotation.  Les  masses  nous  sont  déjà  à  peu  près 
copnoes;  mais  les  moments  d'inertie  ne  le  sont  point, 
parce  qu'ils  dépendent  de  la  loi  de  densité  de  ces  corps , 
c'est-à-dire  de  la  loi  suivant  laquelle  la  matière  ,  de 
la  surface  au  centre,  est  répandue  dans  chacun  d'eux. 
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Or  c'est  ce  que  nous  ignorons  entièrement,  et  c'est  ce 
que  le^ temps  seul  peut  nous  apprendre,  comme  je  le 
montrerai  tout  à  Theure  par  la  comparaison  même  que 
l*on  pourra  faire  de  la  théorie  avec  les  observations. 
Mais,  quand  bien  même  on  n'aurait  pu  s'élever  jamais 
à  la  connaissance  précise  de  ces  éléments  nécessaires  du 
calcul,  j'observe  qu'il  n'en  convenait  pas  moins  aux 
géomètres  de  présenter  d'abord  une  théorie  exacte,  et 
de  lui  donner  toute  cette  rigueur  qui  fait  le  caractère 
propre  des  vérités  mathématiques.  C'était  un.  premier 
objet  qu'il  fallait  remplir  pour  l'exactitude  et  la  perfec- 
tion de  la  science.  Mais  je  dis  plus  :  c'est  qu'il  convient 
aussi  aux  astronomes  d'en  commencer  dès  aujourd'hui 
Fapplication  au  système  du  monde,  en  employant  les 
meilleures  données  que  nous  ayons  sur  les  masses  des 
corps  célestes  ^t  les  valeurs  les  plus  vraisemblables  que 
nous  puissions  attribuer  aux  aires  qui  naissent  de  leur 
rotation  sur  eux-mêmes.  Et,  en  effet,  ce  premier  résultat 
du  calcul  et  ceux  que  les  astronomes  à  venir  trouveront 
dans  leur  temps  par  des  calculs  semblables,  étant  com- 
parés les  uns  aux  autres,  pourront  servir  à  corriger  de 
siècle  en  siècle  les  valeurs  approchées  de  ces  éléments 
qu'on  n'avait  pu  d'abord  mesurer  avec  précision.  En  ob- 
servant la  position- du  plan  invariable  par  rapport  aux 
étoiles,  on  cherchera  si,  parmi  les  changements  survenus, 
les  uns  pouvant  être  attribués  aux  mouveqients  pro- 
pres de  quelques  étoiles,  les  autres  jae  pourraient  pas 
s'expliquer  par  le  seul  déplacement  du  plan  que  l'on 
considère  ;  et  alors  on  essayera  de  rectifier  de  la  manière 
la  plus  probable  les  valeurs  employées  dans  la  première 
détermination. 
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XVIII. 

Quoique  celte  méthode  soit  conforme  à  celle  des  astro- 
nomes, et  paraisse  ici  la  seule  qui  puisse  nous  conduire, 
il  faut  avouer  pourtant  que,  dans  cette  application 
de  la  théorie,  l'esprit  ne  se  trouve  pas  complètement 
satisfait.  On  voudrait,  s'il  est  possible,  une  approxima- 
tion directe  et  sûre,  qui  fut  exempte  d'incertitude  et 
de  tâtonnement.  La  difficulté  paraît  grande  :  car,  ne 
connaissant  autour  de  nous  rien  de  fixe  dans  l'espace ,  et 
ne  pouvant  ainsi  nous  assurer  des  mouvements  réels  des 
corps,  il  ne  nous  reste  qu'à  essayer  de  les  démêler  dans 
les  apparences ,  afin  de  rectifier  successivement  nos  pre- 
mières suppositions. 

Mais,  en  y  réfléchissant  davantage,  j'ai  trouvé  que  la 
théorie  même  nous  offrait  une  voie  directe  pour  aller  au 
but;  et  voici  une  conséquence  nouvelle  qui  prouve  qu'a- 
vec des  observations  très- précises,  on  peut  parvenir  un 
jour  à  la  connaissance  des  masses  et  des  moments  d'inertie 
des  corps  célestes ,  et,  par  conséquent ,  à  la  détermination 
du  plan  invariable,  sans  rien  emprunter  d'ailleurs,  je 
veux  dire  sans  supposer  aucune  autre  théorie  ni  aucune 
notion  préalable  des  valeurs  approchées  de  ces  éléments 
qui  nous  sont  inconnus. 

Imaginez ,  en  effet  ,  que  Ton  forme  à  une  époque 
quelconque  l'expression  analytique  de  la  gran<leur  de 
Taire  résultante,  en  y  mettant  les  valeurs  des  lignes,  des 
angles  et  des  vitesses  que  peut  donner  l'observation  à  cette 
époque,  et  en  y  laissant  comme  autant  d'indéterminées 
ou  d'inconnues  les  masses  et  les  moments  d'inertie  des 
différents  corps   du  système.    Si    vous  suppose/,  qu'on 
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répète  cette  opération  à  autant  d^époques  différentes  qu'il 
y  a  d'inconnues  à  découvrir,  vous  aurez  autant  d'expres- 
sions différentes  de  cette  aire ,  qui  se  compose  de  toutes 
les  aires  décrites  dans  le  système;  et  comme  cette  résul- 
tante est  toujours  la  même,  vous  pourrez  égaler  vos 
expressions  deux  à  deux ,  et  former  ainsi  autant  d'équa- 
tions qu'il  y  a  d'inconnues  dans  la  question  que  Ton 
considère.  Vous  pourrez  donc  alors  déterminer  ces  in- 
connues, et  de  là  conclure  la  position  du  plan  invariable, 
non-seulement  à  cette  époque,  mais  encore  à  toutes 
les  époques  antérieures  où  les  observations  auront  été 
faites.  Ainsi,  la  théorie  se  suffît,  pour  ainsi  dire,  à 
elle-même,  et  elle  n'a  besoin,  pour  être  appliquée,  que 
des  données  immédiates  de  l'observation.  On  peut  donc, 
par  les  seuls  mouvements  des  corps  célestes,  observés 
à  différentes  époques  éloignées,  s'élever  à  la  connais- 
sance de  leurs  masses  et  de  leurs  moments  d'inertie,  et 
cela  indépendanmient  de  toute  notion  sur  ces  valeurs 
approchées ,  sur  la  nature  des  orbites  que  les  corps 
décrivent,  et  même  sur  la  loi  d'attraction  qui  existe 
entre  eux. 

XIX. 

Voilà  sans  doute  un  des  résultats  les  plus  remar- 
quables des  principes  généraux  de  la  Mécanique.  De 
ce  lieu  de  l'espace  où  nous  sommes  confinés,  nous  ne 
pouvons  mesurer  que  des  lignes  et  des  angles,  et 
compter  le  temps  qui  s'écoule;  mais  il  paraît  comme 
impossible  de  mesurer  les  masses  et  les  moments  d'inertie 
de  différents  corps  dont  nous  ne  pouvons  approcher, 
parce  que  ces  quantités  ne  dépendent   pas  des   seules 
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dixneDsions  visibles  de  la  figure ,  mais  de  la  matière  dont 
les  corps  sont  formés ,  ou  de  la  loi  de  leur  densité ,  qui 
nous  est  entièrement  inconnue.  Cependant ,  s'il  arrive  que 
ces  corps  s'attirent  suivant  une  loi  quelconque,  connue 
ou  inconnue,  qui  soit  constante  ou  même  variable  avec 
le  temps,  nous  voyons  ici  qu'il  suffira  d'observer  les 
distances  et  les  mouvements  de  ces  corps  pour  décou- 
vrir la  proportion  qui  règne  entre  leurs  masses,  et  même 
entre  leurs  moments  d'inertie;  car  les  observations ,  étant 
faites  à  autant  d'époques  différentes  qu'il  y  a  d'incon- 
nues, fourniront  toutes  les  équations  nécessaires  pour  les 
déterminer. 

XX. 

Dans  le  système  du  monde ,  en  regardant  une  planète 
comme  très-petite  par  rapport  au  Soleil,  et  un  satellite 
comme  très-petit  par  rapport  à  sa  planète,  et  supposant 
d'ailleui^  que  chaque  corps  n'obéisse  qu'à  la  force  prin- 
cipale qui  l'attire ,  on  a  reconnu  de  bonne  heure ,  par  les 
vitesses  des  corps  comparées  à  leurs  distances  au  centre 
de  leurs  révolutions ,  que  l'attraction  est  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance  ;  et  de  là  on  a  tiré  ia  proportion 
des  masses  du  Soleil  et  des  planètes  principales  qui  ont 
des  satellites.  Mais  cette  détermination  ,  quelque  ingé- 
nieuse et  admirable  qu'elle  nous  paraisse  et  qu'elle  soit 
en  effet,  ne  me  semble  pas  tirée  des  vrais  principes  de 
la  science ,  je  veux  dire  ici  des  seuls  principes  généraux 
qui  pourraient  également  la  donner  dans  toute  autre  loi 
d'attraction.  Elle  est  fondée  sur  la  supposition  que  la 
masse  de  chaque  corps  peut  être  négligée  par  rapport  à 
celle  du  corps  principal  qui  l'attire ,  et  sur  la  connaissance 
d'une  loi  suivant  laquelle  l'attraction  de  ce  coips  s'exerce 
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à  différentes  distances.  Or  je  trouve  ici  que  la  pro- 
portion des  niasses  peut  se  déterminer  par  la  seule  obser- 
vation des  distances  et  des  vitesses  des  corps,  sans  au- 
cune idée  de  leurs  grandeurs  approchées,  ni  de  la  loi 
suivant  laquelle  ils  s'attirent.  Il  sufïït  qu'ils  s'attirent , 
et  que,  par  cette  action  égale  et  contraire ,  ils  troublent 
mutuellement  les  aires  qu'ils  décrivent  autour  de  leur 
commun  centre  de  gravité.  Par  cette  perturbation  même, 
les  aires  individuelles  et  les  plans  de  ces  aires  sont  chan- 
gés avec  le  temps;  et  comme  il  y  a  une  quantité  qui 
ne  change  point ,  quand  bien  mcme  la  liaison  et  l'attrac- 
tion des  corps  varieraient  d'une  manière  quelconque ,  il 
s'ensuit  qu'on  peut  former  avec  le  temps  assez  d'équa- 
tions pour  déterminer  les  masses  respectives  de  tous  ces 
corps  sans  rien  emprunter  à  la  théorie  de  la  gravitation 
universelle. 

Ce  n'est  pas  qu'on  ne  doive  à  Kepler  et  à  Newton  la 
même  admiration  et  la  même  reconnaissance  pour  la  dé- 
couverte d'un  rapport  ou  d'une  loi  qui  nous  apprend ,  dès 
aujourd'hui ,  la  proportion  de  certaines  quantités  que  le 
seul  principe  général  des  aires  n'aurait  pu  nous  donner 
que  dans  un  avenir  très-éloigné.  Mais  je  ne  m'occupe  ici 
que  de;  la  science  considérée  en  elle-méine ,  dans  ce  qu'elle 
a  de  plus  général  et  de  plus  parfait.  Et  d'ailleurs  ces 
principes  généraux  nous  seraient  toujours  nécessaires  : 
car,  pour  les  valeurs  des  moments  d'inertie  des  corps  cé- 
lestes ,  il  me  semble  que  la  loi  connue  de  l'attraction  ne 
peut  rien  nous  apprendre ,  et  je  ne  vois  pas  qu*on  les 
puisse  découvrir  autrement  que  par  ces  principes  et  des 
observations  très- exactes  faites  à  de  très-longs  intervalles. 
.^  Ces  quantités ,  et  la  position  précise  de  l'équateur  de  notre 
système ,  ne  peuvent  donc  être  déterminées  de  bien  long- 
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temps.  Que  si  pourtant  on  voulait  se  borner  à  la  considé- 
ration du  Soleil ,  dont  la  rotation  influe  beaucoup  plus 
que  celle  des  autres  planètes  sur  la  grandeur  de  l'aire 
résultante ,  il  faudrait  un  temps  moins  considérable  ")  car 
il  suffirait  de  former  les  expressions  de  cette  aire  à  deux, 
époques  différentes,  et  de  les  égaler,  ce  qui  pourrait 
donner  le  moment  d'inertie  de  ce  grand  corps  par  rapport 
à  son  axe  de  rotation ,  en  supposant  toutefois  des  obser- 
radons  aussi  précises  et  aussi  répétées  que  l'exige  une 
recherche  aussi  délicate. 

XXI. 

Mais,  pour  achever  le  développement  de  cette  grande 
théorie,  imaginons  qu'avec  le  temps,  la  grandeur  et  le 
plan  de  l'aire  résultante  aient  été  déterminés  dans  notre 
système  planétaire ,  et  voyons  ce  qu'au  delà  de  cet  avenir 
les  observations  et  le  calcul  pourraient  encore  nous  ap- 
prendre. Il  est  évident  que  si  l'on  continuait  de  former 
des  équations  semblables  aux  précédentes ,  pour  de  nou- 
velles époques  ultérieures,  ces  équations  devraient  s'ac- 
corder à  donner  la  même  valeur  pour  la  grandeur  de  l'aire 
résultante.  Si  cet  accord  a  lieu ,  on  conclura  qu'on 
a  le  véritable  équaleur  du  système  solaire,  au  moyen 
duquel  on  reconnaîtra  les  changements  réels  survenus 
dans  la  position  mutuelle  des  orbites  des  corps  célestes. 
Mais  si  les  équations  vienment  à  présenter  des  valeurs 
différentes,  il  faudra  conclure  qu'il  y  a  dans  le  sys- 
tème quelque  action  étrangère  qui  vient ,  ou  des  comètes , 
ou  des  étoiles,  ou  de  quelque  corps  invisible  et 
ignoré  dont  on  n'a  pas  tenu  compte,  et  qu'ainsi  le 
couple  (ju'on  a  calcule  n'est  pas  le  couple  résultant  de 
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tous,  ceux  qui   animent  l'ensemble  des  corps  que  l'on 

considère. 

Ainsi,  la  théorie  et  Tobservation  continueront  d'ajouter 
à  nos  connaissances.  On  verra  si  cette  action  des  corps 
étrangers  sur  le  système  des  planètes  et  du  Soleil  peut 
être  ou  non  regardée  comme  insensible  ;  si  le  grand  équa- 
teur  de  ce  système  demeure  toujours  parallèle  à  lui-même 
dans  l'espace ,  ou  bien  si  cet  équateur  change  aussi  à  la 
longue,  comme  celui  de  notre  globe,  et  si  ses  nœuds,  par 
un  mouvement  bien  plus  insensible  encore,  rétrogradent 
de  même  sur  le  grand  orbe  que  le  Soleil  peut  décrire  au* 
tour  de  quelque  centre  éloigné.  C'est  probablement  ce 
qui  arrive ,  car  il  serait  hors  de  toute  vraisemblance 
que  les  étoiles  n'eussent  aucune  action  sur  le  Soleil  et 
les  planètes  qui  l'accompagnent;  et  de  cette  action  iné- 
gale sur  les  différents  points  du  système  doit  résulter 
à  chaque  instant  un  couple  infiniment  petit  qui  altère 
insensiblement  la  position  du  couple  actuel  qui  anime  ce 
système. 

XXII. 

Ainsi ,  notre  plan  invariable  lui-même  avec  le  temps 
pourra  changer.  Dans  nos  théorèmes  mathématiques, 
tout  est  rigoureux.  La  conservation  du  mouvement 
du  centre  de  gravité  et  celle  des  aires  ont  lieu  sans  la 
moindre  altération,  parce  qu'on  y  suppose  un  système 
parfaitement  libre,  c'est-à-dire  tel  qu'il  serait  s'il  exis- 
tait seul  dans  Tespace.  Mais,  dans  la  nature,  on  ne  peut 
plus  faire  cette  supposition,  puisque  au  delà  de  notre 
système  solaire  nous  découvrons  tant  d'autres  corps  qui 
peuvent  agir  sur  lui.  Ne  perdons  jamais  de  vue  que  ces 
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idées  de  constance  et  d'uniformité  qui  plaisent  tant  à 
Tesprit  dans  Tétude  de  la  nature  n'ont,  au  fond,  rien 
d'absolu  ;  elles  ne  conviennent  qu'à  ce  peu  d'étendue  et 
de  durée  qui  nous  est  accordé  dans  le  temps  et  dans 
l'espace.  Il  en  est  du  développement  de  ces  grands  phé- 
nomènes comme  d'une  courbe  immense  dont  nous  ne  ver- 
rions qu'un  arc  d'une  petite  longueur,  et  que  nous  pren- 
drions pour  une  ligne  droite  dans  tout  le  reste  de  son  cours. 
Pour  arriver  à  la  constance  absolue,  il  faudrait  remon- 
ter à  tout  l'ensemble  des  corps  de  cet  univers ,  de  manière 
qu'il  ne  restât  plus  rien  d'extérieur  à  considérer.  C'est 
alors  qu'on  pourrait  dire  de  cet  ensemble  ,  que  le  mou- 
vement du  centre  de  gravité  est  rigoureusement  uniforme 
et  rectiligne,  et  que  la  résultan  te  générale  de  toutes  les  aires 
décrites  est  inaltérable  de  grandeur  et  de  position  dans 
l'espace  absolu.  Mais  alors,  comme  il  n'y  aurait  plus 
aucune  raison  pour  que  ce  centre  fût  porté  d'un  côté  plu- 
tôt que  de  tout  autre,  ni  que  l'ensemble  des  corps  tournât 
dans  un  certain  sens  plutôt  que  dans  le  sens  contraire, 
il  faudrait  conclure  que  le  commun  centre  de  gravité 
est  parfaitement  en  repos ,  et  que  la  résultante  générale 
des  aires  est  entièrement  nulle.  Ainsi ,  l'on  trouverait 
que  toutes  les  forces  et  tous  les  couples  de  l'univers 
se  balancent  :  je  veux  dire  que  si  tous  les  corps  qui 
existent  venaient  à  se  lier  entre  eux  de  manière  à  for- 
mer un  système  invariable  de  figure,  ce  grand  tout  devien- 
drait parfaitement  immobile  dans  l'espace  absolu. 

XXIII. 

Mais   ces  dernières  considérations,   qui   sont   si  loin 
de    notre   portée,    ne  pourraient  même,   comme  on  le 
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voit ,  nous  conduire  à  rien  qui  fût  à  notre  usage  ;  car , 
de  ce  dernier  centre  où  Ton  se  placerait  un   moment 
par  la  pensée,  on  ne  verrait  plus  d'aires  décrites  dans 
un  sens   qui  ne  fussent  détruites,   et   pour  ainsi   dire 
effacées  par  d'autres  aires  décrites  en  sens  contraire  :  de 
sorte  que  la  considération  de  toutes  les  aires  du  système 
ne  pourrait  plus  donner  lieu  à  la  détermination  d'aucun 
plan.  Ainsi,  les  vérités  qu'on  veut  rendre  absolues,  à 
force   d'abstraire   ou  de  généraliser,   s'évanouissent  en 
quelque  sorte,  ou   deviennent  comme  des  axiomes  qui 
n'apprennent  plus  rien.  Dans  toutes  nos  lois  les  plusg'e- 
néralesy  il  n'y  a  que  celles  qui  conservent  encore  quelque 
chose  de  relatif  qui  puissent  nous  instruire ,  et  partant 
nous  intéresser.  Pour  nous ,  l'attraction  des  étoiles ,  même 
les  plus  voisines,  jusqu'ici  paraît  insensible,  et  l'altéra- 
tion qu'elle  pourrait  causer  dans  la  position  de  l'équa- 
teur  de  notre  système  ne  sera,  je  crois,  de  longtemps 
aperçue.  Il  faut  donc  nous  en  tenir  à  la  considération 
de  cet  équateur,  essayer  de  le  déterminer,  reconnaître, 
Vil  est  posible,   ses  variations,  afin  d'acquérir  quelque 
idée   nouvelle  sur  la  constitution  de  notre  système,  et 
sur  les  changements  qu'il  peut  éprouver  par  l'action  des 
eomètes  et  des  étoiles ,  ou  d'autres  corps  inconnus  de 
cet  univers. 


Addition  au  Mémoire  qui  précède. 

En  regardant  le  Soleil,  les  planètes  et  leurs  satellites 
comme  un  système  libre  de  toute  action  étrangère , 
il  est  démontré  que  le  nouveau  plan  des  aires  que  je 
propose  sous  le  nom  dVguateur  du  système  du  moude 
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est  le  seul  qui  soit  rigoureusement  invariable  ,  c*est- 
à-dire  qui  reste  toujours  parallèle  à  lui-même  dans 
Tespace. 

Il  est  certain  que  cet  équateur  n'est  pas  le  même  que 
le  plan  nommé  invariable  par  Laplace;  qu'il  y  a  une 
différence  de  plusieurs  minutes  entre  leurs  inclinai- 
sons au  plan  de  Técliptique ,  et  une  différence  de  plu- 
sieurs degrés  entre  les  longitudes  de  leurs  nœuds 
ascendants  :  ce  qui  est  ici  une  différence  de  position 
très-considérable . 

U  est  encore  évident  que  le  plan  de  Laplace  ne  peut 
plus  être  nommé  le  plan  du  maximum  des  aires,  puis- 
que ,  dans  sa  détermination ,  Laplace  n'a  pas  tenu 
compte  de  ces  aires  décrites  qui  viennent  des  rotations 
des  corps  célestes,  et  des  révolutions  particulières  de 
chaque  planète  principale  et  de  ses  satellites  autour  de 
leur  commun  centre  de  gravité. 

Ces  trois  points  de  doctrine  sont  incontestables,  et  je 
crois  même  incontestés  ;  mais  voici  ce  qu'on  a  pu  dire. 

Si  Ton  considère  la  petitesse  des  corps  célestes  par  rap- 
port à  leurs  distances  mutuelles,  la  presque  sphéricité 
de  ces  corps,  et  le  peu  d'influence  que  leur  attraction  ré- 
ciproque doit  avoir  pour  troubler  leurs  rotations  sur  eux- 
mêmes  ,  il  semble  que  tous  ces  corps  pourraient  être  ici 
r^ardés  comme  autant  de  points  massifs,  et  que  si  le 
plan  de  Laplace  n'est  pas  le  plan  du  maximum  des  aires , 
et  par  cela  même  n'est  pas  rigoureusement  invariable ,  il 
est  du  moins  un  certain  plan  qui  doit  varier  extrême- 
ment peu  ;  et  que  ,  par  rapport  aux  plans  des  orbites 
célestes  ,  il  est  pour  ainsi  dire  assez  invariable  pour 
nous  faire  reconnaître  les  plus  petits  changemets  qui 
pourraient  survenir  dans  la  position  de  ces  orbites  :  de 
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sorte  que ,  pour  le  système  du  monde  tel  qu'il  est  coDsti- 
tué ,  le  plan  dont  il  s* agit  peut  conserver  encore  le  nom 
de  plan  invariable  ;  ce  qui  paraît  d'abord  assez  plausible. 

Mais  il  faut  bien  remarquer  qu'une  proposition  de  ce 
genre,  pour  être  admissible,  je  ne  dis  pas  en  Géométrie, 
mais  seulement  en  Astronomie  pratique,  aurait  besoin 
d*être  fondée  sur  des  raisons  plus  précises;  car  il  ne  suffirait 
pas  de  montrer  que  les  variations  du  plan  de  Laplace 
sont  extrêmement  petites,  ce  qui  n'est  pas  douteux; 
mais  il  faudrait  prouver  qu'elles  sont  beaucoup  plus 
petites  que  celles  des  autres  plans  qu'on  y  veut  rapporter 
dans  la  vue  de  reconnaître  les  petits  mouvements  qu'ils 
pourraient  avoir  dans  l'espace.  Voilà  nettement  ce  qu'il 
faudrait  prouver ,  si  la  chose  est  possible  ;  mais  c'est  ce 
que  personne  n'a  encore  fait,  et  ne  pourra  jamais  faire, 
comme  on  va  le  voir  tout  à  l'heure. 

On  conviendra  d'abord  que ,  pour  nous ,  contents  d'avoir 
substitué  un  plan  rigoureusement  invariable  a  la  place  d'un 
autre  qui  n'est  point  démontré  tel ,  nous  pourrions  noUs 
dispenser  d'examiner  la  questioit  peu  géométrique  dont 
il  s'agit  :  car  il  est  clair  que  ce  ne  serait  pas  à  nous ,  mais  à 
ceux  qui  essayent  de  conserver  au  plan  de  Laplace  la 
propriété  d'être  invariable ,  de  faire  voir  qu'en  effet  ce 
plan  varie  si  peu ,  qu'il  convient  à  cet  usage  délicat  pour 
lequel  il  est  proposé.  Mais,  afin  de  leur  épargner  cette 
fausse  et  vaine  recherche,  je  vais  montrer  que  ce  plan, 
prétendu  invariable,  varie ^  que  sa  variation  n'est  pas 
extrêmement  petite,  comme  on  pourrait  le  croire,  mais 
qu'elle  est  du  même  ordre  que  la  précession  des  équinoxes , 
mouvement  sensible  dans  le  ciel ,  et  remarqué ,  il  y  a 
deux  mille  ans ,  par  Hipparque ,  un  des  plus  grands  astro- 
nomes de  l'antiquité. 
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Or,  pour  voir  sans  calcul,  et  de  la  manière  la  plus  évi- 
dente," ce  défaut  des  formules  de  Laplace,  il  n'y  a  qua 
les  appliquer  au  cas  le  plus  simple  de  tous,  à  celui  où  le 
système  ne  serait  composé  que  de  deux  corps. 

Ne  considérons  donc  que  la  Terre  et  le  Soleil ,  et  sup- 
posons même,  afin  de  rendre  la  chose  plus  manifeste, 
que  le  Soleil  soit  parfaitement  sphérique  ,  qu'il  ne 
tourne  point  sur  son  axe,  et  que  son  centre  agisse  exac- 
tement comme  un  point  où  toute  la  masse  serait  concen- 
trée. 

Par  les  formules  de  Laplace ,  il  est  évident  que  le  plan 
invariable  serait  le  plan  même  de  Torbite  de  la  Terre ,  ou 
ce  qu'on  appelle  le  plan  de  Vécliptique  :  de  sorte  que  ce 
plan  serait  immobile,  ou  toujours  parallèle  à  lui-même 
dans  l'espace.  Or  je  dis  que ,  dans  ce  cas  (le  plus  favo- 
rable qu'on  puisse  imaginer  pour  la  théorie  de  Laplace) , 
les  nœuds  de  l'écliptique  sur  un  plan  fixe  varieraient  d'une 
manière  très-sensible. 

Et,  en  effet ,  soit  a  la  grandeur  de  l'aire  qui  vient  de  la 
rotation  de  la  Terre  sur  elle-même,  et  dont  le  plan  est 
Véquateur;  soit  A  l'aire  qui  vient  de  la  révolution  de  la 
Terre  autour  du  Soleil ,  et  dont  le  plan  est  Vécliptique.  Il 
est  certain ,  par  notre  théorie,  que  le  vrai  plan  invariable 
serait  celui  de  Taire  G  qui  serait  composée  des  deux 
aires  a  et  A.  Or  le  plan  (G)  de  cette  aire  résultante  passe 
nécessairement  par  la  commune  intersection  des  plans  des 
deux  aires  composantes  ;  et,  par  conséquent,  il  passe  tou- 
jours par  la  commune  intersection  de  Téquateur  et  de 
l'écliptique ,  ou  ce  qu'on  appelle  la  ligne  des  nœuds.  Il  est 
donc  certain  qu'à  une  époque  quelconque  du  mouvement , 
la  ligne  des  nœuds  serait  située  dans  le  plan  (G)  de  Taire 
résultante.  Or ,  comme  ce  plan  (G)  est  réellement  inva- 
Statique  P.  27 


4l8  ÉQLATfcUR 

riable,  il  est  évident  que  si  le  plan  de  Fédiptique  Tétait 
aussi,  la  ligne  des  nœuds  serait  immobile  dans  Fespace. 
Mais  on  sait  que ,  par  la  seule  action  du  SoleO  sur  le  sphé- 
roïde terrestre ,  la  ligne  des  nonids  aurait  an  mouTemenl 
deprécessîon  qui,  pour  fixer  les  idées,  serait  d^enyiron  iS'^, 
si  Ton  évalue  Faction  du  Soleil  au&  -f-  ^^  ^^^^^  ^^  ^^  Lune 
dans  la  précession  totale  qui  est  de  So''  par  année.  Donc 
il  est  impossible  que  le  plan  de  Fécliptiquc  soit  invariable , 
et  l'on  voit  même  qu'il  se  mouvrait  avec  Féquateur  de 
telle  manière  que  leur  commune  intersection  décrirait 
notre  plan  fixe  (G)  par  un  mouvement  angulaire  de  i5'' 
par  année ,  ou  de  1 5'  en  soixante  ans. 

Ainsi,  dans  ce  cas  si  simple  que  j'examine,  le  plan 
donné  comme  invariable  par  les  formules  de  Laplace 
change  d'une  manière  bien  sensible,  puisque  ses  noends 
sur  notre  plan  ûxe  s'y  mouvraient  exactement  comme  les 
deux  points  de  Féquinoxe.  A  la  vérité,  Faire  a  due  à  la 
rotation  de  la  Terre  étant  très- petite  par  rapport  à  Faire  A 
due  à  sa  révolution  autour  du  Soleil ,  Faxe  de  Fécliptique 
ne  ferait  qu'un  angle  très-petit  avec  Faxe  fixe  de  notre 
plan  invariable  (G),  et,  par  conséquent,  s'en  écarterait  peu; 
mais  il  est  certain  qu'il  tournerait  autour  de  cet  axe  fixe 
exactement  avec  la  même  vitesse  que  Faxe  de  Féquat^r. 
On  pourrait  rendre  encore  bien  plus  sensible  cette 
variation  des  nœuds  du  plan  donné  par  les  formules  de 
Laplace.  Supposons,  par  exemple,  que  le  système  soit 
formé  de  ces  trois  corps  :  le  Soleil ,  la  Terre  et  la  Lune  ; 
et  regardons  même  ces  corps  comme  trois  points  massifs 
qui  ne  sont  soumis  qu'à  leur  action  mutuelle.  Par  la 
théorie  de  Laplace ,  on  trouverait  que  le  plan  invariable 
est  le  plan  de  Forbite  que  le  centre  de  gravité  de  la  Terre 
et  de  la  Lune  décrit  autour  du  Soleil  ;  ce  qui  serait  en- 
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core  à  très- peu  près  le  plan  de  l'écliptique.  Mais  par  notre 
théorie ,  oit  l'on  tient  compte ,  non-seulement  de  l'aire  T 
due  au  commun  mouvement  de  révolution  de  la  Terre  et  de 
la  Lune  autour  du  Soleil ,  mai»  encore  de  Taire  O  qui  vient 
de  la  révolution  particulière  de  ces  deux  coi^s  dans  le 
plan  de  l'orbe  lunaire ,  il  est  certain  que  le  vrai  plan 
invariable  serait  celui  de  l'aire  K  qui  résulte  de  la  compo- 
sition des  deux  aires  T  et  O ,  plan  qui  passe  nécessairement 
par  la  commune  intersection  des  plans  de  ces  deux  aires 
composantes,  et,  par  conséquent,  par  les  nœuds  de  l'orbe 
lunaire  sur  le  plan  de  Laplace.  Si  donc  ce  dernier  plan 
était  invariable,  il  faudrait  conclure  [  puisque  le  nôtre  (K) 
Test  aussi]  que  la  ligne  des  nœuds  est  immobile  dans 
l'espace.  Or  on  sait  que ,  par  l'action  moyenne  du  Soleil , 
les  nœuds  de  l'orbe  lunaire  rétrogradent  d'environ 
20®  par  an.  Donc  le  plan  de  Laplace  doit  se  mouvoir 
avec  celui  de  l'orbe  lunaire ,  et  de  telle  manière  que  leur 
commune  intersection  décrive  notre  plan  fixe  (K)  par  un 
mouvement  angulaire  d'environ  20°  par  an ,  ou  d'une 
circonférence  entière  en  dix-huit  ans. 

On  pourrait  donner  beaucoup  d'autres  exemples  :  mais 
ce  qu'on  vient  de  dire  suffit  pour  montrer  de  quel  ordre 
peuvent  être  dans  notre  système  planétaire  les  variations 
que  le  plan  de  Laplace  doit  éprouver  à  raison  de  ces  aires 
qu'il  a  oublié  de  faire  entrer  dans  son  analyse.  Le  mou- 
vement de  ses  nœuds  sur  le  vrai  plan  invariable  est 
précisément  le  même  que  celui  des  nœuds  du  plan  de  l'aire 
composée  de  toutes  celles  qu'il  a  oubliées  dans  son  calcul. 
J'ai  dit  oubliées,  et  non  pas  négligées;  parce  que  Laplace, 
qui,  dans  sa  Mécanique  céleste,  néglige  tant  de  quantités, 
n'oublie  jamais  d'en  faire  mention  ,  et  de  dire  pourquoi  il 
les  néglige.  Dans  la  théorie  même  dont  il  s'agit,  il  néglige, 
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parmi  les  termes  qui  contiennent  ies  produits  deux  à  deux 
des  masses  des  corps  célestes ,  tous  ceux  où  nHentre  point 
la  masse  du  Soleil ,  et  il  ne  manque  pas  d*en  donner  une 
raison  (que  je  n'examine  point  iéi).  Mais  quant  à  ces  aires 
nouvelles  que  j*ai  le  premier  considérées ,  il  n*en  dit  pas 
un  seul  mot:  et  pourtant  il  arrive  que  ces  quantités , 
non-seulement  sont  bien  plus  grandes  que  celles  qu'il 
néglige ,  mais  encore  surpassent  de  beaucoup  plusieurs  de 
celles  qu'il  conserve,  telles  que  les  aires  décrites  par 
Mercure ,  Vénus ,  Mars  et  la  Terre  autour  du  Soleil.  J'ai 
donc  dû  supposer  que  ce  grand  géomètre  avait  oublié  les 
aires  qui  viennent  de  la  rotation  des  corps  célestes  sur  eux- 
mêmes  ,  et  des  révolutions  particulières  de  leurs  satellites  : 
car  ceux  qui  prétendent  qu'il  y  a  songé  y  mais  qu'iV  les  a 
volontairement  omises  comme  n*étant  d'aucune  influence 
dans  cette  théorie,  lui  prêtent  une  faute,  lorsque  moi- 
même  je  n'ai  parlé  que  d'un  oubli. 


THÉORIE  GÉNÉRALE 


DE    L*ÉQVILIBRE     ET     DU     MOUVEMENT     DES    SYSTÈMES* 


Le  principe  des  vitesses  virtuelles  est  connu  depuis 
longtemps,  aussi  bien  que  la  plupart  des  principes  géné- 
raux de  la  Mécanique.  Galilée  observa  le  premier ,  dans 
les  machines ,  cette  fameuse  propriété  des  vitesses  vir- 
tuelles, c'est-à-dire  cette  relation  si  connue  qui  existe 
entre  les  forces  appliquées  et  les  vitesses  que  prendraient 
leurs  points  d'application  si  Ton  venait  à  troubler  infini- 
ment peu  l'équilibre  de  la  machine.  Jean  Bernoulli  vit 
toute  l'étendue  de  ce  principe ,  et  l'énonça  avec  cette 
grande  généralité  qu'on  lui  donne  aujourd'hui.  Varignon 
et  la  plupart  des  géomètres  prirent  soin  de  le  vérifier 
dans  presque  toutes  les  questions  de  la  Statique  ;  et  quoi- 
qu'on n'en  eût  point  de  démonstration  générale,  il  fut 
universellement  regardé  comme  une  loi  fondamentale  de 
l'équilibre  des  systèmes. 

Mais  jusqu'à  Lagrange,  les  géomètres  s'étaient  plus  ap- 
pliqués à  démontrer  ou  à  étendre  les  principes  généraux 
de  la  science  ,  qu'à  en  tirer  une  règle  générale  pour  la  so- 
lution des  problèmes;  oU'plutôt  ils  ne  s'étaient  pas  encore 
proposé  ce  grand  problème,  qui  est  à  lui  seul  toute  la 
Mécanique. 
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Ce  fut  alors  une  heureuse  idée  de  partir  sur-le-champ 
du  principe  des  vitesses  virtuelles  comme  d'un  axiome^ 
et,  sans  s'arrêter  davantage  ù  le  considérer  en  lui-même , 
de  ne  songer  qu'à  en  tirer  une  méthode  uniforme  de 
calcul  pour  former  les  équations  de  l'équilibre  et  du 
mouvement  dans  tous  les  systèmes  possibles.  On  franchit 
par  là  toutes  les  difficultés  de  la  Mécanique  :  évitant , 
pour  ainsi  dire ,  de  faire  la  science  elle-même ,  on  la 
transforma  en  une  question  de  calcul  ;  et  cette  transfor- 
mation, l'objet  et  le  résultat  de  la  Mécanique  analytique , 
parut  comme  un  exemple  frappant  de  la  puissance  de 
l'Analyse. 

Cependant,  comme  dans  cet  Ouvrage  on  ne  fut  d'a- 
bord attentif  qu'à  considérer  ce  beau  développement  de 
la  Mécanique  qui  semblait  sortir  tout  entière  d'une  seule 
et  même  formule,  on  crut  naturellement  que  la  science 
était  faite,  et  qu'il  ne  restait  plus  qu'à  chercher  la  dé- 
monstration du  principe  des  vitesses  virtuelles.  Mais  cette 
recherche  ramena  toutes  les  difficultés  qu'on  avait  fran- 
chies par  le  principe  même.  Cette  loi  si  générale,  où  se 
mêlent  des  idées  vagues  et  étrangères  de  mouvements  in- 
finiment petits  et  de  perturbation  d'équilibre,  ne  fk  en 
quelque  sorte  que  s'obscurcir  à  l'examen  ;  et  le  livre  de 
Lagrange  n'offrant  plus  alors  rien  de  clair  que  la  marche 
des  calculs ,  on  vit  bien  que  les  nuages  n'avaient  paru  levés 
sur  le  cours  de  la  Mécanique  que  parce  qu'ils  étaient , 
pour  ainsi  dire,  rassemblés  à  l'origine  même  de  cette 
science. 

Une  démonstration  générale  du  principe  des  vitesses 
virtuelles  devait  au  fond  revenir  à  établir  la  Mécanique 
entière  sur  une  autre  base  :  car  la  démonstration  d'une 
loi  qui   embrasse  toute  une  science  ne  peut  être  autre 
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chose  que  la  réduction  de  cette  science  à  une  autre  loi 
aussi  générale ,  mais  évidente ,  ou  du  moins  plus  simple 
que  la  première,  et  qui  partant  la  rende  inutile.  Ainsi, 
par  cela  même  que  le  principe  des  vitesses  virtuelles  ren- 
ferme toute  la  Mécanique  ,  comme  il  a  besoin  d'une 
démonstration  approfondie,  il  ne  peut  lui  servir  de 
base  première.  Chercher  à  le  démontrer  pour  l'heureux 
usage  qu'on  en  a  fait,  c'est  chercher  à  s'en  passer  pour 
cet  usage  même ,  soit  en  trouvant  quelque  autre  loi  aussi 
féconde,  mais  plus  claire ,  soit  en  fondant  sur  les  principes 
ordinaires  une  théorie  générale  de  l'équilibre ,  dont  la  pro- 
priété des  vitesses  virtuelles  ne  devient  plus  alors  qu'un 
simple  corollaire. 

Ainsi  y  dans  cet  état  où  Lagrange  avait  porté  la 
science,  ce  n'était  point  la  démonstration  du  principe 
des  vitesses  virtuelles  qu'il  fallait  chercher  immédiate- 
ment. La  Mécanique  analytique,  telle  que  Tauteur  Ta 
conçue,  est  au  fond  ce  qu'elle  doit  être;  et  la  démonstra- 
tion du  principe  des  vitesses  virtuelles  n'y  manque  point , 
puisque^  si  l'on  essayait  de  la  mettre  à  la  tête  de  ce  livre 
d'une  manière  générale  et  bien  développée,  l'ouvrage  se 
trouverait  fait  deux  fois  :  je  veux  dire  que  cette  démons- 
tration comprendrait  déjà  toute  la  Mécanique.  On  doit 
donc  considérer  que  Lagrange  s'est  placé  tout  d'un  coup 
sur  un  des  points  élevés  de  la  science ,  afin  de  découvrir 
quelque  règle  générale  pour  résoudre,  ou  du  moins 
pour  mettre  en  équations  tous  les  problèmes  de  la  Méca- 
nique; et  cet  objet  est  parfaitement  rempli.  Mais,  pour 
former  la  science  elle-même,  il  faut  élever  une  théorie  qui 
domine  également  tous  les  points  de  vue  d'où  l'on  peut 
l'envisager.  11  faut  aller  directement,  non  pas  au  principe 
obscur  des  vitesses  virtuelles,  mais  à  cette  règle  claire  (|u'on 
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en  a  su  tirer  pour  la  solution  des  problèmes;  et  cette  re- 
cherche directe ,  naturelle ,  la  seule  propre  à  satisfaire  notre 
esprit,  fait  l'objet  principal  du  Mémoire  qu'on  va  lire. 

1. 

Propriétés  de  l'équilibre  communes  à  tous  les  systèmes 
libres. 

L'un  des  premiers  éléments  de  la  théorie  générale  de 
l'équilibre  est  cet  axiome:  que  si  des  forces  se  font 
actuellement  équilibre  sur  un  système  quelconque  de 
figure  variable ,  Féquilibre  ne  cessera  point  en  suppo- 
sant que  le  système  soit  rendu  tout  à  coup  invariable , 
ou  vienne,  pour  ainsi  dire,  à  se  solidifier  lui-même. 

Les  conditions  de  l'équilibre  des  corps  solides  doivent 
donc  se  retrouver  dans  l'équilibre  de  tous  les  systèmes 
possibles,  et  c'est  pour  cela  qu'on  peut  les  nommer  les 
propriétés  générales  de  Téquilibre. 

On  a  présenté  ces  conditions  de  plusieurs  manières;  mais 
on  peut  remarquer  qu'elles  se  réduisent  à  cette  condition 
unique ,  que  les  forces  appliquées  aux  divers  points  du 
système  soient  décomposables ,  suivant  les  droites  qui  les 
Joignent,  en  forces  deu^  à  deux  égales  et  contraires.  C'est 
la  possibilité  àe  cette  décomposition,  qui  exige  les  six  équa- 
tions ordinaires  de  l'équilibre,  comme  on  le  verra  tout 
à  l'heure. 

D'abord  le  théorème  est  évident  pour  l'équilibre  de 
deux  forces  ;  il  faut  que  ces  deux  forces  soient  parfaitement 
égales  et  contraires. 

11  est  bien  aisé  à' en  conclure  que ,  pour  trois  forces ,  si 
l'on  joint  leurs  points  d'application  par  trois  lignes^ droites, 
il  faudra  nécessairement,  pour  l'équilibre,  que  ces  forces 


ET   MOUVEMENT    DES   SYSTÈMES.  /»25 

soient  décomposables  en  d^autres  deux  à  deux  égales  et 
contraires  dans  ces  trois  lignes. 

Actuellement  y  si  Ton  a  un  nombre  quelconque  de 
forces ,  que  Ton  prenne  trois  quelconques  de  leurs  points 
d*application ,  les  trois  lignes  qui  les  joignent,  et  toutes 
celles  qui,  partant  des  autres  points,  viendraient  aboutir 
à  c«ux-là ,  on  pourra  se  représenter  ces  trois  premiers 
points  comme  les  angles  de  la  commune  base  de  plusieurs 
pyramides  triangulaires  dont  les  autres  points  seraient  les 
sommets. 

Cela  posé ,  on  peut  toujours  commencer  par  décomposer 
les  forces  appliquées  à  ces  sommets,  chacune  en  trois 
autres 9  suivant  les  trois  arêtes  qui  y  aboutissent. 

Ensuite ,  on  est  le  maître  de  décomposer  les  trois 
forces >  qui  sont  aux  coins  de  la  commune  base,  en  forces 
qui  soient  égales  et  contraires  aux  premières,  et  en  d'au- 
tres. Si  Ton  supprime  les  forces  égales  et  contraires  dans 
.  les  arêtes,  il  ne  reste  plus  que  trois  forces  appliquées  aux 
trois  angles  de  la  base.  Mais,  puisqu'il  y  a  équilibre,  ces 
forces  restantes  doivent  être  décomposables ,  suivant  les 
trois  côtés  de  cette  base ,  en  forces  deux  à  deux  égales  et 
contraires. 

Donc  toutes  les  forces  étaient  décomposables,  suivant 
les  droites  qui  joignent  leurs  points  d^application ,  en 
forces  deux  à  deux  égales  et  contraires  dans  chacune 
d'elles;  et  cette  décomposition  est  déterminée  lorsqu'elle 
ne  se  fait,  comme  on  le  suppose  ici ,  que  par  Zh  —  6  dis- 
tances mutuelles,  h  étant  le  nombre  total  des  points  du 
système. 

Lorsqu'on  veut  faire  entrer  dans  le  calcul  non- seu- 
lement les  quantités  des  forces  appliquées,  mais  encore 
leurs  inclinaisons  muluelles  ,  on  se   donne ,  au  lieu  de 
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chaque  force ,  ses  trois  composantes  parallèles  à  trois  axes 
connus.  Alors ,  pour  exprimer  qu'en  chaque  point  chaque 
force  est  décomposée  en  d'autres  suivant  les  arêtes  qui  y 
aboutissent,  il  faut  trois  équations  où  ces  dernières  com- 
posantes sont  les  inconnues.  Il  faudrait  donc  en  tout  3  A 
équations  pour  les  h  points  du  système.  Mais  si  Ton  veut 
que  les  composantes  soient  deux  à  deux  égales  et  con- 
traires dans  les  Zh  —  6  arêtes ,  elles  ne  formeront  que 
3  A  —  6  inconnues.  Donc ,  en  les  éliminant ,  il  restera 
entre  les  forces  données  six  équations  de  condition  ,  pour 
que  leur  décomposition  en  forces  égales  et  contraires 
soit  possible,  et,  par  conséquent,  pour  qu'il  y  ait  équi- 
libre. Ce  sont  les  six  équations  connues:  nous  les  avons 
données  ailleurs  par  une  autre  métaphysique  qui  a  de 
grands  avantages  ;  mais  j'ai  été  bien  aise  d'en  indiquer 
en  passant  cette  démonstration  nouvelle ,  parce  qu'on  y 
découvre  un  nouveau  sens,  et  qu'ici  ces  équations  ne  sont 
pas  obtenues  séparément  et  par  des  considérations  parti- 
culières ,  mais  s'offrent  à  la  fois  toutes  six  comme  l'expres- 
sion d'une  seule  et  unique  condition ,  qui  est  la  possibilité 
que  les  forces  appliquées  se  décomposent  en  d'autres  égales 
et  contraires  suivant  les  distances  mutuelles  des  différents 
points. 

Cette  décomposition  est  donc  nécessaire  dans  l'équilibre 
de  tous  les  systèmes  possibles;  et  quand  les  distances 
mutuelles  des  points  du  système  sont  toutes  invariables, 
elle  suffit  y  de  quelque  façon  qu'elle  s'opère  d'ailleurs ,  je 
veux  dire  quelle  que  soit  la  proportion  des  composantes 
dans  les  distances  mutuelles  successives. 

Mais  lorsque,  aucune  de  ces  lignes  n'étant  invariable 
à  part ,  c'est  simplement  une  fonction  de  leurs  longueurs 
qui  doit  demeurer  constante ,  aloi*s  la  décomposition  pré- 
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cédente  (qui  est  toujours  nécessaire)  ne  suffit  plus  pour 
assurer  l'équilibre  du  système  ;  il  faut  encore  qu'il  règne 
d'une  droite  à  l'autre ,  entre  les  valeurs  des  forces  égales 
et  contraires ,  une  certaine  proportion  qui  dépend  de  la 
nature  de  la  fonction  proposée.  Or  c'est  précisément  cette 
proportion  qu'il  s'agit  de  découvrir  ici;  et  c'est  dans 
la  manière  générale  de  la  déduire  de  la  fonction  pro- 
posée que  consiste  la  loi  fondamentale  de  l'équilibre  des 
systèmes. 


IL 


D'un  système  où  les  points  ne  sont  liés  que  par  une  seule 
équation  entre  leurs  distances  mutuelles. 

Ne  considérons  d'abord  que  quatre  points  ,  et  leurs 
distances  /w,  /i,  /?,  7,  r,  s  qui  sont  comme  les  arêtes 
d'une  pyramide  triangulaire  dont  ces  points  seraient  les 
sommets. 

Représentons  par  /(/w,  «,/?,  (7,  r^  s)z=z  L  =  const. 
la  fonction  quelconque  d^  ces  distances  qui  doit  demeurer 
constante ,  en  sorte  qu'on  ait  toujours  cette  équation ,  dans 
quelques  positions  respectives  que  puissent  passer  les  di- 
vers points  du  système. 

Cela  posé,  soient,  s'il  est  possible,  quatre  forces  qui 
tiennent  ces  quatre  points  en  équilibre.  Si  on  les  conçoit 
décomposées,  chacune  en  trois  autres  suivant  les  trois 
arêtes  contiguës ,  il  résulte  de  ce  qu'on  vient  de  dire ,  que 
les  deux  composantes  qu'on  trouvera  dans  chaque  arête 
seront  nécessairement  égales  et  contraires,  sans  quoi  il  n'y 
aurait  point  équilibre,  mémo  en  supposant  toutes  ces 
arêtes  devenues  roides. 
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IJ  ne  reste  donc  qu'à  trouver  la  proportion  des  compo- 
santes autour  de  chaque  sommet  de  la  pyramide. 

Pour  cela ,  je  suppose  que  trois  quelconques  des  points 
deviennent  parfaitement  fixes  dans  l'espace.  L'équi- 
libre n'est  pas  troublé  ;  mais ,  à  cause  de  Féquation  pro- 
posée, le  quatrième  n'a  plus  que  la  liberté  de  se  mou- 
voir sur  une  certaine  surface  courbe ,  et  il  a  entièrement 
cette  liberté.  Donc  il  est  nécessaire  que  la  force  unique  P 
qui  le  presse  soit  actuellement  perpendiculaire  à  cette 
surface  (*). 

Or,  m^  Hy  p  étant  les  trois  arêtes  qui  se  terminent  au 
point  que  l'on  considère ,  la  surface  qu'il  a  la  liberté  de 
décrire  quand  les  trois  autres  deviennent  fixes ,  est  donnée 
par  l'équation 

y (/;/,/?,/?,  <7,  /',  s)  =  const, 

lorsqu'on  y  regarde  ///,  //,/?  comme  seules  variables 

La  normale  à  cette  surface  se  trouve  donc  en  pre- 
nant les  trois  /onctions  primes  f  (m) ,  /^  (/?) ,  /*'  {p)  de 
la  fonction  proposée  relativement  aux  trois  lignes  ou 
rayons  m,  n,  p;  portant  sur  eux  trois  longueurs  res- 
pectives proportionnelles  à  ces  fonctions  primes,  avec 
cette  attention  de  les  porter  sur  les  rayons  mêmes,  pour 
les  fonctions  primes  qui  auront  le  même  signe,  et  sur 
leurs  prolongements,  pour  les  fonctions  qui  auront  le 
signe  contraire  :  si  l'on  achève  le  rhomboïde,  la  diagonale 
donne  la  direction  de  la  normale ,  comme  cela  se  voit  par 
la  géométrie  (**). 
Donc ,  puisque  la  force  appliquée  au  point  qtie  l'on 

(*)  Voyez,  sur  ce  principe,  la  note  1. 

(**)  On  ïrouvera  plus  loin  la  démonstration  de  ce  théorèn&e. 


\^ 
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considère,  doit  agir  suivant  cette  direction  ,  ses  trois  com- 
posantes suivant  les  arêtes  m ,  n^  p  sont  nécessairement 
proportionnelles    aux     trois    fonctions   primes  /'  (/w) , 

/'{"),  f'ip)- 

On  verrait  de  même  qu'au  point  où  se  terminent  les 
trois  arêtes  /w,  7,  r,  les  trois  composantes  de  la  force 
qui  le  sollicite  sont  proportionnelles  aux  trois  fonc  - 
tioTÈS  primes/'  (m) ,  /'  (q),  /'{r);  et  ainsi  de  suite. 

Donc  les  forces  égales  et  contraires  dans  les  six  arêtes 
^y  ^9  Py  1 1  '■>  ^  sont  toutes  proportionnelles  aux 
six  fonctions  primes  /'{m) ,  /'  (/»),  /'(;?),  /'  (q) ,  /'  (r) , 

Donc  il  est  démontré ,  en  toute  rigueur,  que  si  quatre 
corps  ou  points  sont  liés  entre  eux  par  la  condition 
qu'une  fonction  quelconque  de  leurs  distances  mutuelles 
demeure  constante,  ces  corps  ne  peuvent  être  en  équi- 
libre,  à  moins  qu'ils  ne  soient  sollicités  les  uns  vers  les 
autres,  suivant  leurs  distances  mutuelles,  par  des  forces 
proportionnelles  aux  fonctions  primes  de  la  fonction  don- 
née relativement  à  ces  distances ,  ou ,  ce  qui  est  la  même 
chose,  à  moins  qu'ils  ne  soient  sollicités  par  quatre  forces 
P ,  Q ,  R ,  S ,  qui  puissent  se  décomposer  en  celles-là  ;  et , 
comme  cette  condition  détermine  entièrement  les  forces, 
il  s'ensuit  que  de  telles  forces  se  feront  réellement  équi- 
libre ;  ou  il  faudrait  dire  que  l'équilibre  n*est  pas  possible 
sur  le  système,  ce  qui  est  inadmissible.  Car  imaginez, 
pour  un  moment,  que  trois  de  nos  quatre  points  soient 
vraiment  fixes  ;  il  est  clair  que  le  quatrième ,  qui  ne  pour- 
rait plus  alors  se  mouvoir  que  sur  une  surface  détermi- 
née ,  serait  tenu  en  équilibre  par  une  force  quelconque* 
normale  à  cette  surface,  et  il  est  certain  qu'en  même 
temps   les  trois   points  fixes   ressentiraient  de  certaines 
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pressions  déterminées.  Or,  à  présent,  qu'on  rende  libres 
ces  trois  points  fixes ,  mais  qu'on  les  soutienne  aussitôt 
par  trois  forces  égales  et  contraires  aux  trois  pres- 
sions qu'ils  avaient  à  détruire,  et  Téquilibre  ne  sera  pas 
troublé.  Donc  il  existe  quatre  forces  qui  peuvent  tenir  en 
équilibre  nos  quatre  points ,  quoiqu'ils  ne  soient  liés  entre 
eux  que  par  une  seule  équation;  et  ces  quatre  forces  sont 
précisément  celles  qu'on  a  trouvées  plus  haut. 

On  a  considéré  sous  la  fonction  les  six  distances  mu- 
tuelles /w,  «,/?,  q^  /*,  s  y  des  quatrej  corps  ;  mais  le  rai- 
sonnement serait  le  même  si  cette  fonction  ne  renfermait 
qu'une  partie  quelconque  de  ces  distances.  Seulement  on 
trouverait  que  les  forces  sont  nulles  le  long  des  distances 
<[ui  n'entrent  pas  dans  la  fonction. 

Par  exemple,  que  des  trois  distances  /w,  riy  p  du 
premier  point  aux  trois  autres,  il  n'entre  que  les  deux 
premières  m  et  n  dans  la  fonction  proposée;  alors  la 
surface  que  ce  point  peut  décrire,  quand  les  autres 
sont  fixement  arrêtés  ,  est  donnée  par  Téquation .... 
y(/?î,  72 ,  y  ,  ,  . .)  =  cor/st,,  en  y  regardant  m  et  n  comme 
seules  variables.  C'est  une  surface  de  révolution  autour 
de  la  ligne  qui  joint  les  deux  corps  d'où  partent  les  deux 
rayons  vecteurs  m  et  n,  La  normale  à  cette  surface  est 
donc  simplement  la  diagonale  d'un  parallélogramme 
construit  sur  deux  lignes  proportionnelles  à/'  {rn)^f'  (n), 
dont  on  aurait  prolongé  ces  rayons  vecteurs.  La  force  qui 
doit  agir  suivant  cette  normale  se  décompose  donc  entiè- 
rement ,  suivant  les  distances  m  et  /z ,  en  deux  autres 
proportionnelles /' (w),/' (/î),  et  ne  donne  point  de 
<;omposante  suivant  la  distance /? ,  qui  n'entre  point  dans 
la  fonction. 

Si,  des  trois  distances  /;/,  //,  /?  du  premier  point  aux 
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autres  ,  il  n'y  en  avait  qu'une  seule  m  sous  la  fonction ,  la 
surface  qu'il  pourrait  décrire  quand  les  autres  sont  fixes 
serait  donnée  par  l'équation  /"(w,  y,  r, . . .)  =  const,^ 
en  y  regardant  m  comme  seule  variable  ,  ce  qui  écjuivaut 
à  m  =:±  con&t.  C'est  alors  une  sphère  dont  la  ligne  m  est 
le  rayon,  et,  par  conséquent,  la  normale.  La  force  qui 
doit  agir  suivant  cette  ligne  y  reste  donc  tout  entière, 
et  ses  deux  composantes  sont  nulles  suivant  les  distances 
n  et/?  :  d'où  l'on  voit  qu'il  ne  peut  y  avoir  aucune  action 
directe  entre  les  corps  suivant  leurs  distances  mutuelles 
que  la  fonction  ne  renferme  pas. 

Soient  actuellement  tant  de  points  que  l'on  voudra,  et 

/(/?i,/î,/?,<7,  r,...)=:Z  =  const. 

une  équation  quelconque  entre  leurs  distances  mutuelles 
iif,iiy/i,<7,r,...;et  s'il  y  a  dans  cette  équation  plus 
de  3^  — 6  distances  mutuelles,  h  étant  le  nombre  des 
points,  qu'on  élimine  ces  lignes  superflues,  ou  qu'on  les 
suppose  éliminées  au  moyen  des  équations  qui  ont  lieu 
d'elles-mêmes  entre  les  lignes  qui  joignent  des  points  deux 
à  deux  dans  l'espace  :  on  pourra  se  représenter,  comme 
ci-dessus ,  toutes  ces  distances  mutuelles  comme  les  arêtes 
de  pyramides  triangulaires  successives  qui  s'appuieraient 
toutes  sur  une  même  base. 

Cela  posé ,  soit  le  système  tenu  en  équilibre  par  des 
forces  P,  Q,  R,  S,. . .  respectivement  appliquées  à  ses 
différents  points. 

D'abord  toutes  ces  forces  doivent  être  décomposables , 
suivant  les  lignes  /w,  //,  />,  7,  r,. . .  en  forces  deux  à 
deux  égales  et  contraires,  sans  quoi  il  ne  pourrait  pas  y 
avoir  équilibre  ,  comme  on  l'a  démontré  plus  haut. 

Cette  décomposition  supposée  faite  (et  elle  aura  lieu 
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ici  d*une  manière  déterminée),  il  ne  s*agit  plus,  pour 
connaître  les  forces,  que  de  trouver  là  proportion  né- 
cessaire de  leurs  composantes.  Or  je  dis  qu'elles  sont 
entre  elles  comme  les  fonctions  primes  de  la  fonction  pro- 
posée relativement  aux  lignes  /w,  «,/?,  7,  r,...  où  elles 
sont  dirigées. 

En  effet ,  considérons  à  part  quatre  points  qui  forment 
les  angles  de  Tune  de  nos  pyramides  ,  et  supposons ,  pour 
un  moment ,  que  ,  leurs  distances  mutuelles  restant  seules 
variables  dans  Téquation,  toutes  les  autres  y  deviennent 
constantes  ;  il  est  clair  que  le  jeu  de  ces  quatre  corps 
devient  le  même  que  s'ils  étaient  restés  seuls  dans  l'es- 
pace, mais  liés  entre  eux  par  Téquation  proposée,  où 
Ton  regarderait  leurs  seules  distances  mutuelles  comme 
variables,  et  toutes  les  autres  lignes  comme  de  simples 
nombres  donnés.  Cela  résulte  de  la  supposition  même,  et 
se  voit  aussi  très-bien  dans  la  figure ,  en  se  représentant 
les  six  arêtes  de  notre  pyramide  restées  seules  variables. 
D'abord  ,  le  point  qui  fait  le  sommet  de  cette  pyramide  ne 
tient  point  aux  autres  arêtes  devenues  invariables  ;  et  pour 
les  trois  points  à  la  base,  ils  ne  sont  pas  plus  gênés 
par  ces  arêtes,  qui  descendent  sur  eux  trois  à  trois,  des 
autres  points  du  système,  que  si  elles  n'y  étaient  réel- 
lement pas.  Car,  bien  que  ces  lignes  soient  devenues 
isolément  roides ,  comme  on  les  suppose  restées  mo- 
biles autour  de  leurs  points  d'intersection ,  qui  eux-mêmes 
sont  mobiles  dans  l'espace,  il  est  visible' qu'elles  se  prê- 
tent d'elles-mêmes  aux  mouvements  des  trois  points  où 
elles  aboutissent ,  et  ne  font  que  les  suivre,  sans  les  gêner, 
dans  toutes  les  positions  où  ils  peuvent  passer  quand  on 
fait  varier  leurs  seules  distances  mutuelles  dans  l'équation 
proposée. 
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Donc,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  démontré,  il  faudrait , 
pour  réquilibre  particulier  du  système  de  nos  quatre 
points,  qu'ils  fussent  sollicités  les  uns  vers  les  autres 
par  des  forces  proportionnelles  aux  fonctions  primes  de 
la  fonction  donnée,  prises  relativement  à  leurs  distances 
mutuelles. 

Mais  il  est  clair  que  cette  proportion  doit  se  retrouver 
absolument  la  même  dans  Téquilibre  général  du  système  ; 
car  si  l'équilibre  est  supposé  y  exister,  il  y  subsiste 
toujours  en  supposant  telles  arêtes  que  l'on  voudra 
devenues  roides ,  et  supprimant  alors  toutes  les  forces 
égales  et  contraires  qui  se  détruiraient  dVlies-mémes  dans 
l'es  arêtes.  Les  forces  restantes  appliquées  au  système  par- 
tiel le  long  des  arêtes  ou  distances  mutuelles  restées 
variables ,  doivent  donc  suivre  nécessairement  la  loi  de 
réquilibre  de  ce  système. 

Donc,  an  moment  de  l'équilibre  général,  on  est  sûr 
que  les  composantes  contraires  qu'on  trouverait  dans 
les  arêtes  de  Tune  quelconque  de  nos  pyramides  sont 
proportionnelles  aux  fonctions  primes  de  la  fonction 
donnée  relativement  à  ces  lignes.  Donc,  à  cause  des 
arêtes  communes  aux  pyramides  successives,  cette  pro- 
portion  s'étend  <l*une  arête  à  l'autre  dans  toute  la  figure 
du  système  ;  et  tous  les  points  sont  nécessairement 
sollicités  les  uns  vers  les  autres,  suivant  leurs  distances 
mutuelles  /w,  /?,/?,  <7,  r, . .  .  qui  entrent  dans  la  fonc- 
tion ,  par  des  forces  propoi^tionnelles  aux  fonctions 
primes  f  {m) ,  f  («) ,  /'  (p) ,  /'  (?) ,  /'  (r) ,  etc. ,  de  cette 
fonction,  relativement  à  ces  distances  m  y  n^py  çr,  r, ... 
Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Si  donc  ,  aux  différents  points  du  système ,  on  prend 
sur  les  lignes  /w,  «,  /?,   q^  r, .  .  .  des  longueurs  quel- 
Statique  P.  a8 
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conques  toutes  proportionnelles  aux  fonctions  primes 
f'{m) ,  f'[n) ,  /'  (p) ,  /'  {q) ,  /'  (r) ,  etc.  ,  qui  se  rap- 
portent à  ces  lignes  9  ces  longueurs  représenteront  les 
composantes  des  forces  qui  doivent  être  appliquées  à  ces 
points  respectifs;  de  sorte  qu'en  les  réduisant  en  chaque 
point  à  une  seule  P ,  on  aura  la  force  unique  qui  doit 
y  être  appliquée  pour  Téquilibre  du  système. 

La  manière  la  plus  simple  de  trouver  l'expression  de 
ces  forces  P ,  Q ,  R , . . . ,  est  de  chercher,  pour  chacune 
d'elles  P ,  ses  trois  composantes  X ,  Y ,  Z ,  parallèles  à  trois 
rectangulaires  dans  l'espace. 

Soient  x,  /,  z  les  trois  coordonnées  du  premier 
point  par  rapport  à  ces  axes;  w,  /z,  p^  etc. ,  ses  dis- 
tances aux  autres  points  dont  les  coordonnées  soient 
a/,  y,  z';  œ\y\  z"  ;  x'\ y'",  z'\  etc.;  on  aura 

m=  sl{x  —  a/y   +  (r  —  xj  +  (z  —  zj , 
n  =  sl[x  ~  x'J  -^  {y  ^y"Y  +  (^  ~  z'j , 

;,  =  v/(^  -  x"y  +  {y  ^yj  -h  (z  -  zy, 

etc.  ; 

et  les  fonctions  primes  de  ces  expressions,   prises  par 

,  >  ,  ,       .  dm      dn 

rapport  a  or,  et  que  nous  représenterons  par  -j— ,  — j 

dx      dx 

dp 

-^î  etc.,  seront  les  cosinus  des  angles  que  les  droites 

font  avec  l'axe  des  .r. 

Les  forces  /'(/w),  /'(«),  /'(;?),  etc.,  appliquées  au 
point  que  Ton  considère  suivant  ces  droites,  donne- 
ront donc,  parallèlement  à  Taxe  des  jt,  les  composantes 
respectives 
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lesquelles    se    réduiront   à    une    seule   X   égale   à    leur 


somme, 


-. ,    -  dni         ^, ,  .du         ^,  ,    V  dij 
/'(->^4-/'W5-  +  /'(/,)J  +  etc.: 

or  cette  expi^ssion  'n'est  autre  chose  que  la  fonction 
prime  de  la  fonction  proposée  /(/w,  'î  ,  /> ,  9 ,  '',)  •  •  »  ou 
X,  prise  relativement  à  j:,  et  que  nous  représenterons 

amplement  par    (-t-)* 

Ainsi  y  la  force  appliquée  au   premier  point  aura  sa 
composante   X,   suivant   Taxe   des  x,    représentée  par 

{— -p  c'est-à-dire  par  la  fonction  prime  de  la  fonc- 
tion donnée  L ,  relativement  à  la  coordonnée  du  point  le 
long  de  cet  axe. 

On    aura    de    même   pour    les    deux  autres  compo- 
santes Y,  Z,  suivant  les  axes  des  /,  z,  les  expressions 

(  —  1  5  (  -7-  )  i  ^  sorte  que  la  force  elle-même  P  sera 
représentée  par 


Si  l'on  considère  la   surface   courbe  représentée  par 
réquation    L'=zconst,y    quand   on   y   regarde  j^,  /,    3 

comme  seules  variables  ,  on  sait  que  (  ;7-  )  9  (  ^T"  )  ' 
\J\  ^®°*  proportionnelles  aux  cosinus  des  trois  an- 
gles que  fait  avec  les  axes  la  normale  à  cette  sur- 
face (♦). 

(*)  Celte  analyse  contient  la  dôraonstralion  {générale  du  thco- 

?>8.. 
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lia   orr«* 


dirigée  perpendiculairement  à  la  surface  courbe  que  le 
point  où  elle  agit  pourrait  décrire  si  tous  les  autres 
devenaient  fixes;  ce  qui  doit  être  et  ce  qu*on  pouvait 
supposer  à  priori,  comme  dans  le  cas  du  système  de 
quatre  points,  où  Ton  est  parti  de  cette  vérité  comme 
principe. 

Donc,  en  appliquant  ce  qu'on  vient  de  dire  aux  diffé- 
rents points  du  système,  les  forces  P,  Q,  etc.,  qui  les 
sollicitent,  sont  toutes  proportionnelles  aux  fonctions 

v/(l)'+(fy-(fy- 

>/(g);-(§);(f)- 

etc. , 


rèmc  de  géométrie  dont  on  a  parlé  pins  haut  (  p.  4^8).  Il  cd  résulte 
que  les  lignc8/'(ni),y  (/i;,  /'(;>),eic  ,  étant  composces  à  la  manière 
des  forces ,  donnent  pour  ré»ultunte  la  nurniuie  à  la  surface  courbe 
décrite  par  le  point  où  wi ,  n^p,  7,  clc,  aboutissent  comme  rayons 
vecteurs.  C'est  ce  rapprochement  curieux ,  entre  la  composition 
des  forces  et  la  dcterminalion  des  normales,  qui  amône  ,  en  Méca- 
nique, ces  fonctions  primes  de  la  fonction  donnée,  comme  Tcx- 
prcssion  naturelle  des  forces  capables  de  se  faire  équilibre.  Car  il 
faut,  en  chaque  |>oiui,  que  les  forces  appliquées  soient  propor- 
tionnelles à  ces  fonctions  ^rimr5,  afin  de  donner  leur  résultante 
dirigée  suivant  la  normale  à  la  surface  que  ce  point  peut  décrire 
quand  on  arrête  tous  les  autres;  et  c'est  ensuite  la  nécessité  de 
Téquilibre  dans  chaque  partie  du  sysiènie  qui  (ait  passer  celle 
proportion  d'un  point  à  Taulredan*.  toute  Iv'tHiidue  de  la  figure. 
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et  chacune  dVlles  est  normale  à  la  surface  courbe  que 
son  point  (inapplication  pourrait  décrire,  en  vertu  de 
Téquation  L-=const. ,  si  Ton  supposait  tous  les  autres 
fixement  arrêtés. 

Cette  démonstration  nous  paraît  nette  et  rigoureuse  $ 
elle  est  même  dégagée  de  cette  espèce  d^axiome,  que, 
dans  les  systèmes,  les  points  ne  peuvent  agir  les  uns  sur 
les  autres  que  suivant  les  droites  qui  les  joignent.  En 
effet,  pour  obtenir  les  forces  totales  qui  doivent  être 
appliquées  aux  points  respectifs  du  système,  nous 
sommes  bien  maîtres  d'imaginer  chacune  d'elles  comme 
décomposée  en  d'autres  suivant  telles  lignes  que  nous 
voulons  choisir,  et  qui,  pour  chaque  point,  sont  au 
nombre  de  trois  au  moins;  et  puisque  nous  avons  trouvé 
la  proportion  nécessaire  de  toutes  ces  composantes,  il  s'en- 
suit que  nous  avons  trouvé  les  vraies  forces  de  l'équilibre, 
et  que  cet  équilibre  est  unique. 

Cependant  voici  une  difficulté  apparente  qu'il  nVst 
peut-être  pas  inutile  de  proposer  et  de  résoudre,  parce 
que  sa  solution  très-simple  met  le  théorème  dans  un  nou- 
veau jour. 

Quand  le  système  n'est  composé  que  de  quatre 
points,  il  faut  nécessairement  leurs  six  distances  mu- 
tuelles pour  déterminer  la  pyramide  dont  ils  sont  les 
angles;  et,  par  conséquent,  il  n'y  a  aucune  équation  de 
condition  y  c'est-à-dire  qui  existe  d'elle-même  entre  ces 
distances. 

Mais,  lorsque  le  nombre  des  points  est  supérieur 
à  quatre,  il  y  a  plus  de  distances  mutuelles  qu'il  n'en 
faut  pour  assurer  la  figure  du  système  ;  et  l'on  a ,  entre 
toutes  les  distances,  autant  d'équntiuns  de  condition  que 
de  lignes  superflues.   On  peut  donc  alors  éliminer  de  la 
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fonction  proposée /*(/«,  n,  p,  7,  r,  .  .  .),  ou  y  in- 
troduire telles  de  ces  lignes  qu'on  voudra ,  et  que  toute- 
fois la  combinaison  de  ces  équations  pourra  permettre. 
Ainsi,  Ton  pourra  varier  les  distances  qui  entrent  sous 
cette  fonction ,  et  la  forme  de  cette  fonction  de  plusieurs 
manières. 

Or,  suivant  qu'on  voudra  présenter  cette  fonction 
entre  telles  ou  telles  distances  mutuelles,  on  trouvera 
telles  ou  telles  forces  suivant  ces  distances,  d'où  il  paraît 
que  les  forces  totales  P,  Q,  etc.,  qui  en  résulteraient  à 
chaque  point,  pourraient  bien  n'être  pas  les  mêmes  dans 
ces  différents  cas,  quoiqu*au  fond  la  liaison  des  points 
n'ait  pas  été  changée,  et  que  le  cas  de  l'équilibre  soit 
unicjue. 

Pour  détruire  sur-le-champ  cette  difficulté,  j'observe 
que,  si  une  fonction  des  distances  mutuelles  de  plusieurs 
points  peut  'quelquefois  être  écrite  de  plusieurs  façons , 
selon  les  distances  que  l'on  y  veut  choisir,  cette  fonction 
néanmoins  reste  toujours  identique  y  si  on  la  regarde 
comme  une  fonction  des  coordonnées  j?  ,  jr  ?  z  de  tous  les 
points.  En  effet,  les  équations  de  condition  qui  ont  lieu 
entre  les  distances  mutuelles  w,  «,  /?,  7,  r, . .  .  ne  sont 
autre  chose  que  des  identités,  lorsqu'on  vient  à  y  sub- 
stituer, au  lieu  de  ces  droites,  leurs  expressions  par  les 
coordonnées  .r,  /,  z;  ;r',  j',  z',  etc.,  des  différents 
points  qu'elles  unissent.  Ainsi,  quoique  au  moyen  de 
ces  équations,  la  fonction  proposée  L  puisse  être 
changée  en  w,  «,  /7,  7,  r, . . .  ,  elle  demeure  tou- 
jours la  même  en  ^,  r,  s;  j:',  j',  z',  etc.;  les  ex- 
pressions 
(dL\      (dL\      jdL\      IdL' 


'->-('|)-(f)^(^)-(:^)'(^)-- 
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sont  donc  aussi  toujours  les  mêmes.  Or,  comme  on 
sera  toujours  conduit  à  ces  expressions  pour  les  compo- 
santes X,  Y,  etc.,  de  quelque  manière  permise  que  la 
même  fonction  L  ait  été  écrite  en  w,  /i, /?,  r/,  r,. . ,, 
il  s^ensuit  qu'on  parviendra  toujours  aux  mêmes  forces 
P,  Q,  R,  etc. ,  pour  l'équilibre  du  système ,  comme  cela 
doit  être. 

Ceci  nous  fait  voir  encore  que  si  la  fonction  pro- 
posée Ly  ou/(my  n,  p,  q^  r,. ..)  est  présentée  entre 
plus  de  lignes  m,  n,  p^  q^  r,, . .  qu'il  n'en  faut  pour 
la  figure,  il  sera  inutile  d'éliminer  les  autres,  comme  on 
l'a  supposé  fait ,  au  commencement ,  pour  la  clarté  de 

la  démonstration.  Les  fonctions   (;7")'(-7-)'    (t")' 

(dL\      ldL\      [dix  ,  .        . 

\^)'    \7F^]'*    l"/^)'    ^^^  '   qu'on   en    tirerait   pour 

l'expression  des  forces  de  l'équilibre,  seraient  identi- 
quement les  mêmes  que  si  Ton  n'avait  pas  fait  l'élimina- 
tien;  et,  par  conséquent,  on  les  obtiendra  tout  de  suite, 
sans  rien  changer  à  la  forme  sous  laquelle  la  fonction  est 
donnée. 

A  l'égard  des  actions  réciproques  des  différents  points, 
si  l'on  sait  que,  dans  le  système  dont  on  s'occupe,  il  ne 
peut  y  avoir  de  communication  directe  entre  les  h 
points  que  par  leurs  3//  —  6  distances  mutuelles  qui 
entrent  sous  la  fonction,  on  conclura  de  ce  qui  a  été 
démontré ,  que  ces  points  agiront  réellement  les  uns 
sur  les  autres,  suivant  ces  distances  m  ,  /i ,  /?,  ^ ,  r,.  .  ., 
en  raison  des  fonctions  primes  f'[in)y  /' (/i), /' (/?), 
/'('/),/'('•).  etc. 

Mais,  de  même  que  la  fonction  proiK)sée  peut  être 
présentée    indifféremment    entre    telles    ou    telles    dis- 
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tances  muiuellies,  de  même  la  communication  des 
points  peut  être  établie  suivant  telles  ou  telles  de  ces 
lignes  sans  que  la  liaison  générale  de  ces  points  soit 
changée.  Si  donc  on  ignore  de  quelle  manière  le  sys- 
tème est  exécuté,  on  ne  pourra  pas  dire,  d'après  la 
seule  fonction  f(pi j  n,  p^  q ^. ,  ,)y  quelles  sont  les  réac- 
tions véritables  des  différents  points,  parce  qu*on  ne 
saura  pas  si  les  liens  qui  pourraient  donner  lieu  à  ces 
actions  directes  sont  établis  précisément  le  long  des  dis- 
tances mutuelles  /n,  /i,  /?,  7,  ^f  -  -  y  qui  paraissent 
dans  la  fonction.  Ainsi,  cette  fonction  qui,  sous  quelque 
forme  qu'elle  soit  donnée ,  caractérise  le  système ,  et  suf- 
fit pour  faire  connaître  sur-le-champ  les  forces  uniques 
P,  Q,  R,  etc.,  ou 


î  etc. , 


qui  doivent  être  appliquées  aux  différents  points,  ne 
suffit  pas  pour  apprendre  comment  ces  forces  se  dis- 
tribuent réellement  des  uns  aux  autres  :  il  faut  encore 
regarder  la  construction  du  système  lui-même,  et  voir 
suivant  quelles  distances  mutuelles  la  communication 
est  réellement  établie.  S'il  arrive  qu'elle  se  fasse  pré- 
cisément par  les  mêmes  distances  que  celles  qui  sont 
dans  la  fonction  donnée,  on  prendra  sur-le-champ  les 
fonctions  primes  relatives  à  ces  distances ,  et  l'on  aura 
les  réactions  véri(ables  des  différents  points.  Mab  si 
la  communication  s'opère  par  d'autres  lignes,  il  faudra 
commencer  par  éliminer  de  la  fonction  toutes  les  dis- 
tances mutuelles  le  long  desquelles  il  n'y  a  pas  de 
lien    inunédiat    dans    la    construction    du    système    (ce 
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qui  pourra  toujoui^  se  faire  au  moyen  des  équations 
de  condition  entre  ces  droites),  et  ks  fonctions  primes 
de  cette  fonction  nouvelle  par  rapport  aux  distances 
mutuelles  qui  y  restent  seront  les  expressions  des  actions 
réciproques  qui  auront  véritablement  lieu  entre  les  corps. 

Tel  est  l'esprit  de  cette  loi  fondamentale  qui  contient 
toute  la  science  des  forces.  Avant  d'aller  plus  loin , 
il  me  paraît  à  propos  d'en  faire  quelques  applications 
simples,  où  l'on  voie  à  la  fois  la  rapidité  des  solutions 
et  ridentité  de  la  théorie  avec  les  premiers  principes  de 
l'équilibre. 

Considérons  d*abord  trois  points  liés  entre  eux  par  la 
condition  que  la  somme  de  leurs  distances  mutuelles 
rHy  fij  p  doive  demeurer  constante. 

La  fonction  /(m,  n^  p)  sera  donc  ici  w  -f-  /?  4-/? ;  en 
prenant  les  fonctions  primes^  on  aura 

Ce  qai  nous  apprend  que  chacun  des  trois  points  doit 
être  sollicité  vers  les  deux  autres  par  des  forces  égales  ; 
que,  par  conséquent,  les  trois  forces,  P,  Q,  R,  qu'il 
faut  appliquer  à  ces  points,  sont  représentées  en  gran- 
deurs et  en  directions  par  les  diagonal«s  de  trois  losanges 
construits  avec  les  mêmes  côtés  sous  les  trois  angles  du 
triangle. 

C'est  la  loi  de  l'équilibre  de  trois  points  où  passe- 
raient ,  comme  dans  des  anneaux ,  un  même  fil  inex- 
tensible le  long  duquel  ils  pourraient  couler  libre- 
ment. Quand  ces  points  se  meuvent  de  manière  que 
le  fil  reste  tendu ,  la  somme  de  leurs  dislances  mu- 
tuelles demeure  conslnnto,  conformément  à  l'équation 
«  -h  «  -+-  /^  =  const,  ;  et  chacun   d'eux ,  lorsqu'on   le 
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suppose  seul  mobile,  n'a  plus  que  la  liberté  de  se 
mouvoir  sur  un  ellipsoïde  de  révolution  dont  les  deux 
autres  sont  les  foyers.  C'est  pour  cela  que  chacune  des 
forces  appliquées  divise  en  deux  parties  égales  l'angle 
formé  par  les  distances  de  son  point  d'application  aux 
•deux  autres  ;  car  cette  force  doit  être  normale  à  l'ellip- 
soïde dont  il  s'agit,  et  dans  cette  surface  la  normale  di- 
vise en  deux  parties  égales  l'angle  formé  par  les  rayons 
vecteurs. 

On  peut  remarquer  que  le  fil  inextensible  ne  repré- 
sente pas  complètement  la  liaison  que  l'équation  suppose; 
car  ce  fil  fait  simplement  que  la  somme  des  distances 
des  points  ne  peut  pas  devenir  plus  grande ,  mais  il  ne 
Tempêche  pas  de  devenir  moindre.  Ainsi,  pour  l'équi- 
libre des  trois  corps  unis  par  le  fil,  il  faut  encore  ajou- 
ter que  les  forces  doivent  agir  de  manière  à  ce  que  le  fil 
soit  tendu;  au  lieu  que,  dans  l'équilibre  du  système  dé- 
fini par  l'équation  /w  -f-  /z  4-  /?  =  const, ,  elles  peuvent 
agir  indifféremment,  ou  pour  tendre  le  fil,  ou  pour  le 
comprimer:  de  sorte  que  l'espèce  de  fil  flexible  que  le  cal- 
cul suppose  est  tout  à  la  fois  inextensible  et  incontractile. 

Si  c^était  simplement  la  somme  des  distances  m  et  n  des 
deux  premiers  cqrps  au  troisième  qui  dût  demeurer 
constante,  on  aurait 

/(m ,  n)  =  m  -{-  n  =  const, , 

d'où  y  (jn)  =  f  [n)  =z  i .  Ainsi ,  il  faudrait  appliquer 
aux  deux  premiers  corps  deux  forces  égales,  suivant 
leurs  distances  m  et  n ,  au  troisième  ;  et  à  celui-ci ,  une 
force  égale  et  contraire  à  leur  résultante  ;  et  il  n'y  aurait 
point  de  force  suivant  la  distance  p,  ((ui  n'entre  pas  sous 
la  fonction. 


ET    MOUVEMENT    DES    SYSTÈMES.  44^ 

C'est,  en  effet,  le  cas  de  trois  corps  dont  l*un  pour- 
rait couler  comme  un  anneau  le  long  du  fil,  tandis 
que  les  deux  autres  seraient  fixement  attachés  à  ses  deux 
bouts.  Quand  les  deux  corps  extrêmes  sont  supposes 
fixes,  celui  du  milieu  n'a  plus  que  la  liberté  de  décrire 
un  ellipsoïde  de  révolution  autour  d'eux  comme  foyers; 
mais  ceux-ci  décrivent  simplement  des  sphères  autour 
de  lui,  comme  centre,  quand  ils  sont  regardés,  Tun 
après  Tautre,  comme  seuls  mobiles.  Voilà  pourquoi  la 
force  appliquée  au  corps  qui  peut  glisser  le  long  du  fil 
divise  en  deux  également  l'angle  formé  par  les  deux  por- 
tions de  ce  fil,  tandis  que  chacune  des  deux  autres  forces 
agit  vers  le  corps  du  milieu,  dans  la  direction  du  fil  lui- 
même. 

S'il  y  avait  plus  de  trois  corps  unis  entre  eux  par  un 
même  fil,  le  long  duquel  ils  pussent  couler  librement ,  en 
nommant  /w ,  /i,  /?,  y,  r,...  les  portions  successives  de  ce 
fil,  on  aurait 

/(w,  72,/?,  7,  r,,,,)=m  -}-n  -i-p  -h.7  H-  /-+...  =  const,, 

et,  par  conséquent, 

/'  (m)  =/'  (n)  =  /'  ip)  =  /'  (-/)  =  /'  (r)  =  etc.  =  . , 

comme  ci-dessus  :  d'où  Ton  voit  que  le  fil  doit  être 
également  tendu  dans  toute  sa  longueur;  que  chacune 
des  forces  divise  en  deux  parties  égales  l'angle  du  poly- 
gone funiculaire  011  elle  est  appliquée,  et  qu'elles  sont 
toutes  proportionnelles  aux  cosinus  des  moitiés  de  ces 
angles;  etc. 

Supposons  actuellement  que  nos  trois  corps  soient  tel- 
lement liés,  que  la  somme  des  carrés  do  leurs  dislances 
mutuelles  reste  consîante. 
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La  fonrlion  /  (//* ,  n  y  p)  sera  ici  m^  -h  n-  -\- jP  ;  et  Ton 
aura 

/'(//i)  =  2///,     f'{n)z=in,    f'{p)=zip. 

Il  faudra  donc,  pour  Téquilibre,  que  chaque  corps 
soit  sollicité  vers  les  deux  autres  par  des  forces  propor- 
tionnelles à  ses  distances  à  ces  deux  corps;  d'où  il  est 
facile  de  voir  que  les  trois  forces  uniques  P,  Q ,  R ,  qui 
agiraient  sur  ces  points  respectifs,  sont  dirigées  vers 
leur  centre  de  gravité,  en  les  supposant  de  masses 
égales,  et  sont  proportionnelles  à  leurs  distances  à  ce 
centre. 

C'est,  en  effet,  ce  qui  résulterait  du  plus  simple  rai- 
sonnement; car,  en  vertu  de  Téquation 

m^  -\-  n^  -\-  p^  =  const, ,  si  Ton  suppose  deux  des 
points  devenus  fixes,  le  troisième  n'a  plus  que  la  li- 
berté de  décrire  une  sphère  dont  le  centre  est  au  mi- 
lieu de  la  droite  qui  joint  les  deux  autres  :  or  la  force 
qui  le  sollicite,  dans  le  cas  de  l'équilibre,  doit  être 
normale  à  cette  surface,  et,  par  conséquent,  les  trois 
forces  doivent  être  dirigées  des  trois  angles  du  triangle 
vers  les  milieux  des  côtés  opposés ,  et  se  croiser  ainsi  au 
centre  de  gravité  de  ce  triangle;  il  est  clair  ensuite 
qu'elles  sout  entre  elles  comme  les  distances  des  angles  à 
ce  point. 

Mais  ici  on  ne  peut  plus  construire  le  système 
comme  on  l'a  fait  dans  l'exemple  précédent;  il  fau- 
drait un  fil  d'une  espèce  particulière,  où  les  corps 
pussent  rouler  de  manière  tpie  la  somme  des  carrés 
de  leurs  distances  fût  toujours  la  même,  et  nous  ne 
connaissons  pas  de  fil  qui  ait  celle  propriété.  Mais,  de 
qudqut;   façon    fju'un   pareil    système    puisse    être  rxé- 
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ciité,  qu'il  soit  même  possible  ou  non,  peu  importe  à 
la  théorie;  notre  objet  n'est  pas  de  le  faire,  mais  de 
trouver  les  forces  d'écjuilibre  qui  résultent  nécessaire- 
ment d«  sa  défmition  ,  et  le  problème  est  résolu  dans  toute 
sa  pureté. 

Que  si  Ton  avait  un  plus  grand  nombre  de  corps  Iié« 
de  manière  que  la  somme  des  carrés  de  toutes  leurs  dis- 
tances mutuelles  dût  demeurer  constante,  on  verrait 
de  même  que,  pour  l'équilibre,  tous  ces  corps  doivent 
être  sollicités  les  uns  vers  les  autres  proportionnellement 
à  ]eui*s  distances  ;  de  sorte  que  les  forces  totales  qui  les 
animent  respectivement  sont  dirigées  vers  le  centre  de 
gravité  de  tous  ces  points,  considérés  comme  égaux  en 
masse ,  et  sont  proportionnelles  aux  distances  de  ces  points 
à  ce  commun  centre. 

Si  la  fonction  des  distances  mutuelles  était 

1 1 1 h.--»  en  prenant  les  fonctions  primes , 

m       n      p      (/ 

on  aurait 

et  tous  les  corps,  dans  le  cas  de  l'équilibre,  devraient 
être  sollicités  les  uns  vers  les  autres  en  raison  inverse  des 
carrés  de  leurs  distances  mutuelles,  etc.,  etc. 

On  pourrait  multiplier  les  exemples;  mais  ceux-ci  suf- 
fisent, et  je  rêvions  à  la  question  générale. 
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III. 

D'un  système  où  les  points  sont  liés  par  plusieurs  équations 
quelconques  entre  leurs  distances  mutuelles. 

Supposons  actuellement  que  les  points  du  système 
soient  tellement  liés  qu'on  ait  toujours  entre  leurs  distances 
mutuelles  les  équations  suivantes  : 

/(/w,  /î,  /?,  17,  /-,...)=  L  :=.  const. , 
y  (/w,  n,  py  qy  /',...)  =  M-=i  const,, 
^(w,  /?,  p,  7,  /-,...)=  N  =1  const., 
etc., 

de  sorte  que  le  système  puisse  affecter  toutes  les  figures 
où  ces  équations  subsistent,  et  n'en  puisse  affecter  aucune 
où  elles  cesseraient  d'avoir  lieu. 

Premièrement ,  par  cela  seul  que  les  points  du  sys- 
tème sont  liés  entre  eux  par  la  première  équation 
Ltj=i  const.,  on  peut  leur  appliquer  les  forces  respec- 
tives 


■m-m< 


dL\' 


V(|H|H|)'' 
V(^)'-(#)'-(^)'- 

etc.; 

\  désignant  un  coefficient  quelconque  indéterminé,  et 
chaque  force  étant  normale  à  la  surface  représentée  par 
réqualion  L  =  const. ,  lorsqu'on  y  regarde  les  trois 
coordonnées  du  point  d'application  comme  seules  varia- 
bles; et  l'on  est  sur  que  ces  forces  se  font  équilibre  sur  le 
système. 
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En  second  lîeii,  parce  que  les  points  sont  liés  entre  eux 
par  la  seconde  équation  M  =  const,,  on  peut  leur  appli- 
quer encore  les  forces  respectives 

,  I  idMy     idMy    idMy 

I  IdMy       IdMy       IdM 

^y/U^j-^t^j  +  U 

etc.  j 

\L  étant  un  nouveau  coefficient  indéterminé ,  et  chacune  , 
de  ces  forces  étant  normale  à  la  surface  représentée  par 
Téquation  M  =  const, y  lorsqu'on  y  regarde  les  coordon- 
nées du  point  d'application  coït  me  seules  variables. 

De  même ,  en  désignant  par  v  un  coefficient  indéterminé 
comme  les  précédents,  on  peut  encore  appliquer  aux 
points  du  système  les  forces  respectives 


V(S 


IdNy       JdN 


dNV       (dNy 


I  idN 

/ (dNY      i  dN\'      fdNy 


etc., 


dirigées  suivant  les  normales  aux  surfaces  respectives 
représentées  par  l'équation  N  =  const,,  lorsqu'on  y 
regarde  successivement,  etc. 

Et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  équations  qui  lient  les 
points  du  système. 
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Il  est  bien  manifeste  qu'il  y  aura  équilibre  en  vertu  de 
toutes  ces  forces,  puisqu'il  y  aurait  équilibre  en  particu- 
lier dans  chaque  groupe  relatif  à  chaque  équation. 

Mais  on  pourrait  demander  si  ces  forces,  ou  leurs  ré- 
sultantes aux  différents  points,  sont  les  seules  qui  puissent 
se  faire  équilibre  sur  le  système;  si,  par  la  simultanéité 
des  équations  L  ■=  const.y  M-=i  const.,-  N  =  const.,  etc., 
les  points  ne  pourraient  pas  devenir  capables  d'autres  ré- 
sistances que  des  résistances  composées  de  celles  qui  naî- 
traient successivement  de  ces  équations,  si  elles  avaient 
lieu  l'une  après  Tautre. 

Pour  répondre  à  cette  question ,  j'observe  qu'au  mo- 
ment de  l'équilibre  du  système,  chaque  équation  peut 
être  regardée  comme  tenant  lieu  de  certaines  forces  : 
car  si  l'on  venait  à  supprimer  tout  à  coup  cette  équa- 
tion, réquilibre  serait  rompu;  mais  il  est  clair  qu'il  y 
aurait  de  certaines  forces  propres  à  empêcher  cette  rup- 
ture ,  et  qui  remplaceraient  parfaitement  l'équation  ab- 
sente. Si  donc  on  imagine  que  toutes  les  équations,  hors 
la  première ,  soient  actuellement  remplacées  par  des  forces 
convenables,  les  points  ne  se  trouvant  plus  liés  entre  eux 
que  par  la  seule  équation  L  =:  const.,  il  est  nécessaire  que 
toutes  les  forces  appliquées  soient  réductibles  à  des  forces 
proportionnelles  aux  fonctions 


v/(fHfHfy' 

etc.; 
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d'où  l'on  voit  que  cette  équation,  dans  Téquilibre  du 
système,  ne  peut  tenir  lieu  que  des  mêmes  forces  dont 
elle  pourrait  tenir  lieu  si  elle  était  seule.  Ainsi,  les  forces 
qui  peuvent  se  faire  équilibre  sur  un  système  défini  par 
plusieurs  équations  ne  sont  autre  chose  que  les  forces 
composées  de  celles  qui  s'y  feraient  équilibre  séparément 
en  vertu  de  chaque  équation  (*). 

Lorsque  les  points  du  système  ne  sont  liés  que  par  une 
seule  équation,  le  cas  de  l'équilibre  est  unique;  je  veux 
dire  qu'il  n'y  a,  pour  chaque  figure  où  peut  passer  le 
système^  que  des  forces  P,  Q,  R,  etc.,  de  directions  et 
de  proportions  déterminées ,  qui  puissent  s'y  faire  équi- 
libre. Mais  lorsqu'il  y  a  deux  équations  L  •=.  const,^ 
M=:  const.,  l'équilibre  n'est  plus  unique;  et  il  y  a  pour 
une  même  figure  une  infinité  de  groupes  de  forces  qui  peu- 
vent se  faire  équilibre  sur  le  système.  En  effet ,  au  moyen 
des  deux  indéterminées  >  et  p  qui  affectent  les  deux 
composantes 


de  chaque  force ,  on  peut  varier  les  directions  et  la  pro- 
portion de  ces  forces  d'une  infinité  de  manières.  Seule- 
ment il  faut  observer  que  chacune  d'elles  ne  sortira  pas 
d'un  plan  déterminé  :  car  la  première  composante  est  nor- 
male à  la  surface  représentée  par  l'équation  L=:cortst.f 
lorsqu'on  y  regarde  les  coordonnées  du  point  comme 
seules   variables;    la   seconde  est  normale   à  la   surface 


(  *)  Voir,  sur  co  point ,  la  ISotiî  II. 

Statique  P.  29 
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représentée  par  Téquation  ilf  =  const,,  loi*sqiron  y  re- 
garde les  mêmes  coordonnées  comme  seules  variables.  La 
résultante  est  donc  située  dans  le  plan  perpendiculaire  à 
rintersection  de  ces  deux  surfaces.  C'est ,  en  efl'et ,  ce  quf 
doit  avoir  lieu  ;  car,  si  Ton  vient  à  fixer  tous  les  points  du 
système,  hor»  celui  dont  il  s'agit,  il  n'aura  plus  que  la 
liberté  de  se  mouvoir  le  long  de  cette  intersection ,  comme 
dans  un  canal  infiniment  étroit  ;  or,  l'équilibre  n'étant 
point  troublé  par  l'hypothèse ,  il  faut  nécessairement  que 
la  force  appliquée  soit  actuellement  perpendiculaire  à  Id 
direction  de  ce  canal. 

Quand  il  y  a  plus  de  deux  équations  qui  lient  le»  pointa 
du  système,  l'indétermination  du  cas  de  l'équilibre  est 
encore  plus  étendue;  et,  pour  les  points  dont  les  coor- 
données se  trouvent  à  la  fois  dans  trois  équations,  le» 
forces  appliquées  peuvent  avoir  des  directions  quelcon- 
ques. Les  trois  indéterminées  >,  p,  v,  qui  affectent  alors 
les  trois  composantes  de  chaque  force,  peuvent  donner  à 
cette  force  une  direction  arbitraire  dans  l'espace.  C'est  ce 
qui  s'accorde  encore  avec  notre  principe  ;  car  si  l'on  sup- 
pose devenus  fixes  tous  les  points  hors  celui  que  je  consi- 
dère, comme  ses  coordonnées  entrent  à  la  fois  dans  trois 
équations,  ce  point  ne  conserve  plus  aucune  liberté  dans 
l'espace  ;  ainsi ,  la  force  qui  le  sollicite  n'est  obligée  à  aucune 
direction  déterminée  (*). 


(^)  Au  reste,  il  faut  bien  entendre  ceci  :  les  directions  des  forces 
ne  sont  pas  toutes  indéterminées  ;  sUl  n'y  avait,  par  exemple,  que 
trois  équations,  une  fois  que  Ton  aurait  disposé  de  A,  /a,  y  pour 
donner  à  Tune  des  forces  une  direction  arbitraire,  les  direefioos 
dt  \&  proportion  des  autres  seraient  nécessairement  déterminées. 
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IV. 

D'un  système  où  les  points  sont  liés  par  des  équations 
quelconques  entre  leurs  coordonnées. 

Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  qu'un  système  en- 
iièrement  libre,  c'est-à-dire  dont  les  points  ne  se 
trouvent  liés  que  par  des  équations  entre  leurs  distances 
mutuelles;  mais  il  est  bien  facile  d'étendre  la  loi  que  nous 
avons  trouvée  à  un  système  où  les  points  seraient  liés 
par  des  équations  entre  leurs  coordonnées  relatives  à  trois 
axes  fixes  dans  l'espace.  Ce  n'est  pas  que  les  fonctions 
Ly  Af ,  Ny  etc. ,  des  distances  mutuelles  m^n  ^p^q^  etc. , 
ne  puissent  être  regardées  comme  fonctions  des  coor- 
données Xy  7,  z  ;  x',  y,  z' ,  etc. ,  au  moyen  des  expres- 


sions ^{x  —  x'Y  -+-(/  —  yy  -f-  (2  -—  2')',  etc. ,  qu'on  y 
sabstituerait  à  la  place  des  lignes  m ,  etc.  ;  mais  elles  ne 
contiennent  alors  ces  coordonnées  .r ,  j,  z  ;  a/,  7',  z',  etc. , 
que  d'une  certaine  manière,  et  nous  voulons  passer  au 
cas  où  elles  en  seraient  des  fonctions  quelconques. 

Pour  cela ,  reprenons  notre  système  libre  de  l'article 
précédent,  et,  choisissant  à  volonté  trois  points  de  ce 
système ,  menons  de  chacun  des  autres  trois  lignes  à  ces 
points,  et  supposons,  ce  dont  on  est  toujours  le  maître,  que, 
dans  les  équations  Z  =  const,,  M-=i  const,,  N=  const.,  etc., 
il  n'entre  que  ces  distances  et  celles  qui  joignent  nos  trois 
points  deux  à  deux. 

Si  l'on  suppose  alors  que  ces  trois  points  deviennent 
fixes ,  les  forces  de  l'équilibre  n'en  sont  pas  moins  ex- 
primées par  les  mêmes  fonctions  qu'auparavant;  seu- 
lement les  trois  points  devenus  fixes  supporteront  des 
pressions  égales  et  contraires  aux  forces  qu'il  aurait  fallu 

29.. 
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y  appliquer  s'ils  étaient  restés  libres  avec  les  autres.  Ac- 
tuellement, faisons  abstraction  de  ces  trois  points ,  c'est- 
à-dire  regardons  les  autres  comme  formant  à  eux  seuls 
un  système  qui  est  celui  que  nous  avons  en  vue.  Les 
équations  entre  leurs  distances  aux  trois  points  fixes 
deviendront  des  équations  quelconques  entre  les  coor- 
données qui  déterminent  leurs  lieux  dans  l'espace  :  cepen- 
dant les  forces  de  l'équilibre  seront  exprimées  comme 
auparavant.  Ces  forces,  il  est  vrai,  ne  se  feront  plus 
équilibre  entre  elles  seules ,  comme  dans  le  cas  du  sys- 
tème libre,  oii  nous  les  avons  vues  se  décomposer  en 
forces 9  deux  à  deux  égales,  et  contraires,  suivant  les 
droites  qui  joignent  les  points  ;  et  même  il  pourra  sou- 
vent arriver  qu'il  n'y  ait  aucune  action  directe  entre  ces 
mêmes  points.  Mais,  pour  concevoir  alors  comment  l'é- 
quilibre s'opère,  il  faudra  supposer  qu'on  restitue  ces 
trois  points  fixes  avec  lesquels  les  premiers  sont  en  liaison 
tacite  ;  et  c'est  par  ces  points ,  comme  par  des  espèces  de 
poulies  de  renvoi ,  que  ceux  du  système  réagiront  les  uns 
sur  les  autres,  et  entretiendront  la  loi  de  leurs  résis- 
tances respectives  de  la  même  manière  que  si  tout  était 
libre  dans  Tespace. 

Voilà  précisément  ce  qui  arrive  quand  on  considère 
un  système  dont  les  points  sont  liés  par  des  équa- 
tions quelconques  entre  leurs  coordonnées.  On  ne  voit 
actuellement  que  les  points  dont  les  coordonnées  pa- 
raissent dans  ces  équations,  et  Ton  ne  peut  plus  ex- 
pliquer l'équilibre  entre  ces  seuls  corps  :  c'est  qu'en 
se  donnant  une  équation  quelconque  entre  les  coor- 
données de  plusieurs  points,  on  introduit  tacitement 
des  objets  fixes  extérieurs ,  auxquels  les  points  se  trou- 
vent  liés,    et  souvent    par    lesquels    seuls   ils   peuvent 
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se  communiquer  leur  action  réciproque.  Mais  si  Ton 
imagine  alors  qu'on  ait  pris  trois  points  quelconques 
dans  l'espace,  et  qu'on  ait  changé  les  coordonnées  pri- 
mitives en  d'autres  qui  soient,  pour  chaque  point,  ses 
distances  à  ces  trois  foyers ,  en  ajoutant  ces  trois  points 
au  système,  et  considérant  le  tout  comme  libre,  on 
trouvera  pour  les  forces  la  même  expression  que  nous 
avons  donnée  plus  haut;  et  si  Ton  ne  veut  plus  compter 
ensuite  les  trois  forces  appliquées  aux  trois  foyers,  parce 
qu'en  les  supposant  fixes,  ils  n'ont  pas  besoin  d'être 
retenus  par  des  forces  actuelles,  et  qu'ils  trouvent  en 
eux-mêmes  les  résistances  nécessaires  pour  l'équilibre,  on 
n'aura  égard ,  comme  on  le  fait  ordinairement ,  qu'à  celles 
des  points  du  système  proposé,  lesquelles  auront  entre 
elles  les  mêmes  relations  qu'auparavant,  et  se  déduiront 
immédiatement  des  équations  données,  sans  leur  faire 
subir  aucune  transformation. 

Et  de  là  résulte  enfin  ce  théorème ,  qui  est  l'objet  prin- 
cipal du  Mémoire  : 

Quelles  que  soient  les  équations  Z  =  o,  etc.,  qui 
régnent  entre  les  coordonnées  des  différents  points  d'un 
système,  chacune  d'elles,  pour  l'équilibre,  demande  qu'on 
applique  à  ces  points,  le  long  de  leurs  coordonnées , 
des  forces  quelconques  proportionnelles  aux  fonctions 
primes  de  cette  fonction  L ,  relativement  h  ces  coordonnées 
respectives. 

Ainsi ,  en  représentant  par  X  =  o ,  il/  =  o ,  etc. ,  des 
équations  quelconques  entre  les  coordonnées  ^,  j,  z\ 
^i^j  «',  etc.,  des  différents  points,  et  par  X,  fx,  etc., 
des  coefficients  quelconques  indéterminés,  on  aura 
pour  les  forces  totales,  X,  Y,  Z;  X',  Y',  Z',  etc. ,  qui 
doivent  être  appliquées  à  ces  points  suivant  leurs  coor- 
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données  : 

X  = 

-© 

{dM\ 

Yz 

-m 

Z  = 

-© 

(dM\ 

X' 

=m 

(dM\ 

Y' 

-(f) 

/dM\ 

Z' 

-(§) 

/dM\ 

etc. 


etc. , 


etc., 


■  etc. 


etc. 


etc. 


(A) 


etc.  / 

t 

Si  Ton  élimine  de  ces  équations  les  indéterminées 
>,  fA,  etc. ,  il  restera  les  conditions  de  l'équilibre  propre- 
ment dites,  c'est-à-dire  les  relations  qui  doivent  avoir 
lieu  entre  les  seules  forces  appliquées  et  les  coordonnées 
de  leurs  points  d'application  pour  l'équilibre  du  système. 

Les  équations  (A)  sont  en  même  nombre  que  les  coor- 
données de  tous  les  points ,  et  les  indéterminées  > ,  fx,  etc., 
en  même  nombre  que  les  équations  de  condition  Zr=  o, 
M  =iOj  etc.  Le  nombre  des  conditions  de  l'équilibre  est 
donc  égal  à  celui  de  toutes  les  coordonnées,  moins  le 
nombre  des  équations  qui  les  lient  ;  par  conséquent ,  les 
conditions  de  l'équilibre  diminuent  à  mesure  que  celles 
de  la  liaison  augmentent.  Mais  comme,  pour  un  système 
entièrement  libre  et  dont  le  nombre  de  points  est  A ,  il  ne 
pourrait  pas  y  avoir  plus  de  3  A  —  6  équations  de  condi- 
tion, auquel  cas  la  figure  serait  entièirement  déterminée, 
il  s'ensuit  que,  pour  l'équilibre  d'un  tel  système,  il  reste 
toujours  six  conditions  nécessaires ,  comme  nous  le  savions 
d^ailleurs. 
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£o  général ,  on  voit  que  les  équations  de  Téquilibre , 
réunies  aux  équations  de  condition ,  suffiront  pour  ré- 
soudre tous  les  problèmes  qu'on  pourra  se  proposer 
sur  réquilibre  du  système.  Par  exemple,  on  peut  se 
donner  les  forces  appliquées  X,  Y,  Z;  X',  Y',  Z',  etc., 
et  demander  la  figure  que  doit  prendre  le  système 
pour  se  mettre  en  équilibre  en  vertu  de  ces  forces. 
Dans  ce  cas,  les  équations  réunies  dont  je  viens  de 
parler,  et  dont  le  nombre  est  égal  à  celui  de  toutes 
ies  coordonnées,  serviront  à  les  faire  connaître,  et, 
par  conséquent ,  les  lieux  des  différents  corps  dans  l'es- 
pace. Mais  si  Ton  se  donnjiit  4a  figure  du  système , 
c'est-à-dire  les  coordonnées  de  tous  les  points ,  et  qu'on 
demandât  les  forces  capables  de  faire  prendre  au  sys- 
tème cette  figure ,  comme  les  forces  X ,  Y,  Z  ;  X',  Y', 
'L\  etc. ,  qui  seraient  alors  les  inconnues ,  ne  se  trou- 
vent que  dans  les  équations  de  l'équilibre,  et  n'en- 
trent point  dans  les  équations  de  condition ,  on  aurait 
iDoins  d'équations  que  ^d'inconnues ,  et  le  problème 
demeuresait  indéterminé  ;  d'où  Ton  voit  que ,  pour  une 
même  figure  du  système,  il  y  a  une  infinité  de  groupes 
de  forces  capables  de  s'y  faire  équilibre  ;  ce  qui  s'ac- 
corde encore  avec  ce  que  nous  avons  trouvé  précédem- 
ment \  etc. ,  etc. 

Mais  je  passe  à  la  conclusion  générale ,  où  l'on  rap- 
pelle sous  un  même  point  de  vue  le  problème  de  l'équi- 
libre et  celui  du  mouvement. 

V. 

Conclusion  de  ce  Mémoire, 

Les  lois  de  l'équilibre  et  du  mouvement  d'un  point 
bbre  sont  connues  et  parfaitement  démontrées;  mais,  s'il 
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y  a  plusieurs  points  liés  entre  eux  par  des  conditions 
quelconques,  quelles  seront  les  lois  de  Téquilibre  et  du 
mouvement  de  tout  le  système  ?  Voilà  le  problème  général 
de  la  Mécanique. 

Or  l'idée  la  plus  naturelle  dans  cette  recherche  est 
de  considérer  que,  si  tout  le  système  est  actuellement 
en  équilibre,  chaque  point  doit  être  en  équilibre  de 
lui-même,  en  vertu  des  forces  qui  lui  sont  immédia- 
tement appliquées  ,  et  des  résistances  qu'il  éprouve  de 
la  part  des  autres,  à  cause  de  sa  liaison  avec  eux.  Et 
de  même,  quand  le  système  entre  en  mouvement, 
chaque  point  doit  se  mouvoir  comme  s'il  était  libre,  et 
qu'il  obéit  aux  forces  qui  le  sollicitent  et  aux  forces  de 
résistance  dont  nous  venons  de  parler.  Si  donc  on  savait 
évaluer  ces  résistances  mutuelles ,  on  n'aurait  qu'à  les 
combiner  avec  les  forces  immédiatement  données  par 
l'étal  de  la  question  ,  et ,  posant  les  équations  de  l*é- 
quilibre  ou  du  mouvement  pour  chaque  point,  comme 
s'il  était  parfaitement  libre ,  on  aurait  tout  ce  qui  serait 
nécessaire  pour  déterminer  l'état  du  système  dans  l'espace, 
et  le  problème  serait  résolu. 

Toute  la  Mécanique  se  réduit  donc  à  savoir  estimer 
les  résistances  réciproques  que  peuvent  se  prêter  les  diffé- 
rents points  d'un  système ,  en  vertu  des  conditions  qui  les 
lient. 

Mais ,  pour  donner  là-dessus  une  règle  générale ,  il 
faut  nécessairement  concevoir  ces  conditions  exprimées 
sous  une  forme  générale.  Il  faut  commencer  par  établir 
une  définition  générale  des  systèmes  ;  sans  quoi  la  Mé- 
canique ne  serait  plus  que  l'énumération  des  cas  parti- 
culiers d'équilibre  et  de  mouvement  que  Ton  saurait 
résoudre,  cl  il  n'y  aurait  pas  plus  lieu  de  s'en  propo- 
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ser  le  problème  général,  que,  dans  la  Géométrie,  de 
chercher  une  règle  générale  des  tangentes ,  si  Ton  ne 
supposait  avant  tout  les  courbes  définies  par  leurs 
équations. 

Or,  en  supposant  que  les  conditions  qui  lient  entre  eux 
plusieurs  corps,  et  qui  en  font  un  système,  consistent 
en  ce  que ,  dans  toutes  les  positions  où  peuvent  passer 
ces  corps,  il  y  ait  des  fonctions  quelconques  de  leurs 
coordonnées  qui  doivent  toujours  demeurer  nulles  ou 
constantes ,  nous  avons  démontré  qu'en  vertu  de  chacune 
d'elles,  les  corps  sont  rendus  capables,  suivant  leurs 
coordonnées,  de  résistances  simultanées  proportionnelles 
aux  fonctions  primes  de  cette  fonction  ,  relativement  à  ces 
coordonnées  respectives. 

On  n'aura  donc,  pour  résoudre  les  problèmes,  qu'à 
prendre  les  résistances  mutuelles  des  corps ,  d'après  cette 
règle  générale  ;  à  combiner  ces  forces  avec  celles  qui  leur 
sont  immédiatement  appliquées ,  et  à  traiter  séparément 
chacun  d'eux  comme  s'il  était  libre. 

Ainsi ,  des  équations  précédentes  (A) ,  les  trois  jire- 
mières  peuvent  être  regardées  comme  les  équations  de 
l'équilibre  du  premier  point ,  qui  serait  libre ,  mais 
sollicité  à  la  fois  par  les  forces  appliquées  X  ,  Y,  Z , 
et  par  les  forces  contraires 

[>(|)-(f)-H' 

r   (dL\  (dM\  1 

qui  naissent  des  équations  L  =  o^  Mz=zOy  etc. 
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De   même  les  trois  équations  suivantes  peuvent  être 
considérées  comme ,  etc.  ;  et  ainsi  des  autres. 

Quant  aux  équations  du  mouvement,  on  les  formera  en 

égalant  l'expression  générale  --r-^  de  la  force  accélératrice 

suivant  chaque  coordonnée  x ,  à  la  force  appliquée  X , 
combinée  avec  la  résistance  suivant  cette  même  coordon- 
née ;  et  Ton  aura ,  pour  le  premier  point , 

^'•^      ^       .  ldL\  fdM\ 

d^z      ^       ,  ldL\  (dM\ 

«t  de  même ,  pour  le  second  point , 
d^xf 


rf.»=^'+^ 


(dL\  ldM\ 


^y  ^r,  ^    I^L\  (dM\ 

«»t  ainsi  de   suite  pour  les  autres   points    du  système. 

Telles  sont  les  équations  générales  du  mouvement, 
d'où  il  s'agira  de  tirer,  par  le  calcul  intégral,  la  solu- 
tion des  problèmes  qu'on  pourra  se  proposer  sur  le 
mouvement  du  système. 

De  la  loi  de  l'équilibre  établie  ci-dessus,  nous  au- 
rions bien  pu  conclure  que  si  Ton  trouble  infiniment 
peu  l'équilibre  d'un  système  quelconque  de  corps,  de 
manière  que  les  conditions  de  la  liaison  ne  soient  pas 
violées,    la   somme   des  moments   de    toutes   les    forces 


ET   MOUVEMENT   DES   SYSTÈMES.  459 

appliquées,  c'est-à-dire,  suivant  l'acception  de  Galilée, 
ia  somme  de  leurs  produits  par  les  chemins  respectifs 
que  parcourent  leurs  points  d'application  dans  le  sens 
de  ces  forces,  doit  toujours  être  égale  à  zéro;  ce  qui 
constitue  le  principe  des  vitesses  virtuelles.  Mais  ce 
principe  n'est  plus  alors  qu'un  simple  corollaire  de  la 
théorie  précédente,  lequel,  pour  là  solution  des  pro- 
blèmes, n'aurait  d'autre  avantage  que  de  nous  ramener 
à  la  règle  générale  d'où  nous  l'aurions  tiré  lui-même, 
et  ne  se  ferait  même  bien  entendre  que  par  cette  règle. 

On  voit  encore  qu'il  a  été  inutile  de  rappeler  le  fa- 
meux principe  de  d'Alembert,  qui  réduit  la  Dynamique 
à  la  Statique.  En  vertu  de  ce  principe,  si  l'on  décom- 
pose chaque  mouvement  imprimé  en  deux  autres,  dont  le 
premier  soit  celui  que  le  corps  prendra  réellement ,  tous 
les  seconds  doivent  se  faire  équilibre  entre  eux  ;  c'est-à- 
dire  que  si  l'on  décompose  chaque  mouvement  imprimé , 
en  deux ,  dont  l'un  soit  celui  que  le  corps  perd  ,  l'autre 
sera  celui  qu'il  prendra.  Mais  cela  revient  immédia- 
tement à  ce  qu'on  vient  de  dire ,  savoir,  que  le  mouve- 
ment réel  de  chaque  point  est  le  résultat  de  son  mou- 
vement imprimé ,  et  de  la  résistance  qu'il  éprouve  par  sa 
liaison  avec  les  autres  ;  ce  qui  est  évident  de  soi-même. 
Ainsi,  le  principe  de  d'Alembert  n'est,  au  fond ,  que  cette 
idée  simple,  qu'on  remarque  à  peine  dans  la  suite  du 
raisonnement,  et  qui  ne  revêt  la  forme  d'un  principe  que 
par  un  certain  tour  d'expression  qu'on  lui  donne. 

Cependant,  comme  on  a  vu  que,  pour  avoir  le  mou- 
vement de  chaque  point,  il  faut  connaître  la  résistance 
qu'il  peut  éprouver  de  la  part  des  autres,  et  que,  d'un 
autre  côté ,  ces  résistances  mutuelles  ne  sont  autre  chose 
que  des  forces  qui  se  font  équilibre  à  chaque  instant  sur 
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le  système ,  dans  les  figures  successives  où  il  passe ,  il  en 
résulte  non-seulement  que  les  lois  du  mouvement  peuvent 
être  ramenées  à  celles  de  l'équilibre,  comme  on  le  savait 
déjà  par  le  principe  de  d' Alembert ,  mais  encore  qu'elles 
doivent  y  revenir  nécessairement  d'elles-mêmes  ;  que 
dans  l'étude  ordonnée  des  diverses  parties  de  la  Méca- 
nique ,  on  ne  peut  pas  traiter  l'équilibre  comme  un  cas 
particulier  du  mouvement,  et  qu'il  est  dans  la  nature  des 
choses  que  la  Dynamique  soit  fondée  sur  la  Statique. 
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NOTE  I. 

Sur  ce  principe,  que^  dans  l'équilibre  des  systèmes,  chaque 
force  doit  être  perpendiculaire  à  la  surface  ou  à  la  courbe 
sur  laquelle  le  point  d'application  n'aurait  plus  que  la 
liberté  de  se  mouvoir,  si  tous  les  autres  points  devenaient 
fixes. 


Ce  principe  peut  être  regardé  comme  un  élément  de 
la  théorie  générale  de  l'équilibre;  il  est  clair,  parfaite- 
ment exact ,  et  la  vérité  en  est  hors  d'atteinte.  En  effet , 
on  démontre  que,  si  un  point  n*a  d^autre  liberté  dans 
Fespace  que  celle  de  se  mouvoir  sur  une  surface  ou  sur 
une  ligne  courbe  fixement  arrêtée,  il  n'y  peut  être  en 
équilibre,  à  moins  que  la  résultante  des  forces  qui  le 
sollicitent  ne  soit  perpendiculaire  à  cette  surface  ou  à  cette 
ligne  courbe. 

Or,  soit  un  système  quelconque  de  points  en  équilibre 
en  vertu  d'autant  de  forces  appliquées,  de  sorte  qu'il 
n'y  ait  qu'une  seule  force  pour  chaque  point.  L'équilibre 
ne  sera  pas  troublé  si  l'on  fixe  tous  les  points,  hors 
un  seul,  et  qu'on  supprime  ensuite  toutes  les  forces 
appliquées  aux  points  devenus  fixes.  Il  ne  restera  donc  à 
considérer  qu'un  seul  point  et  la  force  unique  qui  le 
sollicite.  Mais  si,  par  la  nature  du  système,  quand  on 
îiiii<à  tous  les  points  hors  un  seul,  celui-ci  ne  conserve 
plus  que  la  liberté  de  se  mouvoir  sur  une  certaine  surface 
ou  sur  une  courbe ,  il  est  précisément  dans  le  même  cas 
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que  s*ii  y  eût  été  placé  d'abord  comme  sur  un  objet  fixe- 
ment arrêté  ;  et  puisqu'il  y  est  en  équilibre ,  il  faut  que  la 
force  unique  qui  le  sollicite  soit  perpendiculaire  à  cette 
surface,  ou  à  cette  ligne  courbe. 

Mais  on  voit  que ,  pour  la  rigueur  de  la  démonstration, 
il  faut  entendre  simplement  la  surface,  ou  la  courbe  que  le 
point  pourrait  décrire  dans  le  cas  où  Ton  fixerait  tous  les 
autres  points  du  système ,  sans  exception  :  car,  si  l'on  ne 
fixait  qu'une  partie  des  autres  points,  il  ne  serait  plus 
permis  de  supprimer,  comme  on  Ta  fait,  toutes  les  autres 
forces  du  système ,  et  de  ramener  ainsi  la  question  au  cas 
où  il  n'y  a  plus  qu'un  seul  point  et  une  seule  force  à  consi- 
déreif  Je  vais  éclaircir  ceci  par  un  exemple. 

Dans  le  système  formé  de  trois  points  A,  B,  C,  liés 
entre  eux  de  manière  à  ne  pouvoir  changer  leurs  distances 
mutuelles,  en  considérant  le  point  A  par  exemple,  si  l'on 
ne  supposait  devenu  fixe  qu'un  seul  des  deux  autres, 
comme  le  point  C ,  on  verrait  que  le  point  A  n'a  plus  que 
la  liberté  de  décrire  une  sphère  autour  du  point  G  comoie 
centre  :  d'où  il  paraîtrait  s'ensuivre  que,  pour  l'équilibre , 
la  force  appliquée  en  A  doit  être  normale  à  cette  sphère, 
et ,  par  conséquent ,  dirigée  vers  le  point  C  ;  ce  qui  n'est 
pas  nécessaire. 

Mais  si  Ton  suppose  rendus  fixes  à  la  fois  les  deux 
points  B  et  G,  le  point  A  n'a  plus  que  la  liberté  de  décrire 
un  arc  de  cercle  autour  de  la  droite  BG ,  comme  axe  de 
révolution  ;  et  l'on  peut  ici  rigoureusement  conclure  que 
la  force  appliquée  doit  être  perpendiculaire  à  la  direclîoii 
de  cet  arc  de  cercle ,  condition  qui  n'oblige  la  force  qu'à 
se  trouver  située,  d'une  manière  quelconque,  dans  le 
plan  des  trois  points  A,  B,  G,  comme  on  sait  que  cela  doit 
être. 
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Quand  on  ne  ûxe  qu'un  setil  point  C,  il  est  bien  vrai 
que  le  point  A  ne  peut  plus  se  mouvoir  que  sur  une 
sphère  déterminée  ;  mais  observez  qu'il  ne  peut  le  faire 
sans  entraîner  l'autre  point  B,  lequel  étant  sollicité  par 
une  force  (  qu'on  n'a  pas  pu  supprimer  puisqu'il  est  resté 
mobile),  réagit  nécessairement  sur  le  point  A.  Dans  cette 
hypothèse  donc,  la  force  que  l'on  voit  appliquée  en  A 
n'est  pas  la  seule  qui  sollicite  ce  point  ;  et  il  n'est  pas  né- 
cessaire qu'elle  soit  perpendiculaire  à  la  surface  qu'il 
pourrait  décrire,  puisque,  d'après  le  principe  même, 
cela  ne  convient  qu'à  la  résultante  de  toutes  les  forces 
qui  pourraient  agir  sur  le  point  que  l'on  considère.  Il 
n'en  est  pa^  de  même  quand  on  suppose  rendus  fixes  à 
la  fois  les  deux  points  B  et  C  :  la  force  appliquée  au  point 
A  est  alors  la  seule  qui  le  presse ,  puisqu'on  peut  regar- 
der les  deux  autres  forces  du  système  comme  supprimées; 
et,  par  conséquent ,  il  est  nécessaire  ici  que  la  force  appli- 
quée soit  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  courbe  où 
le  point  conserve  encore  la  liberté  de  se  mouvoir. 

Au  reste ,  on  pourrait  encore  appliquer  le  principe 
dans  la  première  hypothèse;  mais,  pour  être  exact,  il 
faudrait  commencer  par  prendre  l'action  du  point  B 
sur  le  point  A ,  combiner  ensuite  cette  force  avec  celle 
qui  y  est  immédiatement  appliquée,  et  l'on  trouverait 
que  la  résultante  de  ces  deux  forces  doit  être  normale 
à  la  sphère  dont  il  s'agit ,  comme  cela  a  réellement  lien. 

Mais  il  est  bien  plus  clair  et  plus  simple  de  n'employer 
ce  principe  que  selon  l'énoncé  qu'on  en  a  fait  au  com- 
mencement de  cette  Note.  On  ne  s  en  est  même  servi 
dans  le  Mémoire  que  pour  les  systèmes  où  les  points 
ne  sont  liés  que  par  une  seule  équation  :  il  n'y  a  pas  là 
deux  manières  de  l'entendre  ;  car ,  s'il  n'y  a  qu'une  seule 
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équation  entre  les  coordonnées  des  points,  il  faut  néces- 
sairement les  supposer  fixes  tous ,  hors  un  seul ,  pour  (\ue 
celui-ci  devienne  assujetti  à  ne  pouvoir  plus  que  dé- 
crire une  surface.  Si  Ton  en  laissait  seulement  un  autre 
mobile ,  celui  que  Ton  considère  ne  serait  gêné  d'aucun 
côté  dans  l'espace  ;  il  pourrait  encore  s'y  mouvoir  en  tous 
sens,  et  il  n'y  aurait  plus  lieu  de  rien  tirer  de  cette  hy- 
pothèse pour  la  direction  que  doit  avoir  la  force  appliquée 
dans  le  cas  de  l'équilibre. 

Puisque,  dans  la  théorie  générale  de  l'équilibre,  il  a 
suffi  de  considérer  ce  principe  dans  un  cas  où  il  n'ofTre 
pas  la  plus  légère  difficulté,  et  que  tout  le  reste  s'en 
trouve  déduit  avec  rigueur ,  on  aurait  pu  Se  dispenser 
d'y  revenir  dans  cette  Note,  et  de  lever  des  difficultés 
qui  ne  peuvent  pas  naître.  Mais  nous  avons  voulu  faire 
voir  que  ce  principe  est  général ,  qu'il  a  lieu  dans  toutes 
les  machines ,  et  nous  l'avons  remarqué  particulièrement 
dans  le  levier^  pour  nous  conformer  au  désir  que  M.  La- 
grange  nous  a  fait  Fhonneur  de  nous  témoigner  à  cet 
égard.  Le  levier  n'est,  en  efTet,  que  le  système  de  l'exem- 
ple précédent ,  où  l'un  C  des  trois  points  A ,  B ,  Ç  est 
véritablement  fixe.  On  ne  considère  plus  alors  que  l'équi- 
libre des  deux  forces  appliquées  aux  deux  bouts  A  et  B 
du  levier ,  et  le  point  d'appui  C  tient  lieu  de  la  trmsième 
force.  On  voit  donc  que  notre  principe  ne  dit  pas  que  les 
deux  forces  appliquées  doivent  être  normales  aux  sphères 
que  les  deux  bouts  A  et  B  du  levier  pourraient  décrire 
autour  du  point  d'appui  G,  mais  bien  qu'elles  doivent 
être  perpendiculaires  aux  arcs  de  cercles  respectifs  que 
ces  points  pourraient  décrire  autour  des  droites  CB  et 
CA ,  comme  axes  de  révolution  ;  d'où  il  suit  que  ies  deux 
forces  appliquées  doivent  être  dans  un  même  plan  avec 
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l'appui;  ce  qui  est  en  effet  la  première  condition  connue 
de  l'équilibre  du  levier. 

Quant  à  la  seconde  condition ,  elle  résulte  de  ce  qu'on 
a  dit  sur  les  systèmes  invariables  :  chacune  des  deux  forces 
étant  décomposée  en  deux  autres,  la  première  vers  le 
point  d*appui ,  la  seconde  vers  Tautre  bout  du  levier ,  les 
deux  premières  se  trouvent  toujours  détruites  par  la  ré- 
sistance de  Tappui  ;  mais  les  deux  secondes  doivent  être 
parfaitement  égales  et  contraires:  d'où  il  suit  que  les 
deux  fonces  appliquées  sont  réciproques  h  leurs  distances 
au  point  d'appui. 

Tout  cela  subsiste,  quel  qtic  soit  l'angle  C  du  triangle 
ACB  9  «et,  par  conséquent,  a  lieu  encore  dans  le  cas  où  cet 
aa^  devient  égal  à  deux  droits.  Les  trois  points  A ,  C,  B 
tombent  alors  en  ligne  droite:  et  c*est  ainsi  qu'on  passe 
au  levier  droit ,  qui  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celui 
que  nous  venons  de  considérer.  Mais  on  n'y  pourrait  plus 
immédiatement  appliquer  les  raisonnements  qui  précè- 
dent; caries  trois  points  A,  C,  B  étant  en  ligne  droite, 
si  l'on  en  suppose  deux  fixes ,  le  troisième  se  trouve  tout 
à  fait  arrêté  ;  ce  qui  n'apprend  plus  rien  pour  les  direc- 
tions des  forces,  ou  ce  qui  semblerait  dire  qu'elles  peu- 
vent être  dirigées  d'une  manière  quelconque.  D'un  autre 
côté,  on  ne  peut  plus  décomposer  chacune  d'elles  en 
deux  autres,  suivant  les  mêmes  lignes  que  ci-dessus,  puis- 
que ces  lignes  n'en  font  plus  qu'une  seule.  Aussi,  pour 
comprendre  et  bien  expliquer  l'équilibre  du  levier  droit 
ACB^  faut-il  le  supposer  d'abord  courbe,  ou  un  peu 
coudé  au  point  d'appui  C ,  comme  l'a  fait  Newton ,  et 
après  lui  d'Alembert  dans  âon  Traité  de  Dynamique. 

On  voit  reparaître  alors  les  vraies  conditions  de  l'é- 
quilibre du  levier,  et  même  la  manière  dont  les  forces 
Statiqub  p.  3o 
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.  y  réagissent  Tune  sur  l'autre.  Que  si  la  marche  parait 
indirecte  et  la  démonstration  peu  naturelle,  en  ce  qu'on 
parait  déduire  une  chose  simple  d^me  chose  composée , 
c'est  qu'on  ne  fait  pas  assez  d'attention  à  l'idée  de  roi- 
deur ,  qui  paraît  simple  et  qui  est  réellement  complexe. 
Pour  écrire,  en  effet,  que  trois  points  A,  C,  B  font  un 
système  roide ,  il  faut  nécessairement  écrire  que  leurs 
trois  distances  mutuelles  sont  séparément  invariables,  et 
cela,  que  les  trois  points  soient  en  ligne  droite  ou  non.  Il 
n'y  a  donc ,  pour  l'objet  que  l'on  a  en  vue ,  rien  de  plus 
simple  dans  un  cas  que  dans  l'autre.  Mais  si ,  dans  le  cas 
où  les  points  sont  en  ligne  droite ,  la  loi  de  leur  équilibre 
ne  se  montre  plus  aussi  bien  ,  ou  même  lÀons  échappe ,  il 
sera  très-naturel  de  supposer  d'abord  que  les  trois  points 
ne  sont  pas  en  ligne  droite ,  d'y  voir  aliôrs  la  loi  de  l'é- 
quilibre ,  et  de  la  suivre  jusqu'au  cas  où/  les  points  rede- 
viennent en  ligne  droite.  C'est  ainsi  que  dans  l'Analyse  , 
pour  trouver  les  vraies  valeurs  de  certaps  symboles  algé- 
briques, il  ne  faut  plus  les  considérer  en  eux-mêmes, 
mais  remonter  aux  fonctions  qui  les  orat  pu  produire  par 
l'hypothèse  de  quelques  valeurs  particulières  attribuées 
aux  variables. 

Ce  qu'on  vient  de  dire  donne  la  vraie  cause  de  l'équi- 
libre du  levier.  Dans  la  nature,  un  jlevier  droite  sans 
épaisseur,  est  impossible  :  il  serait  rompu  par  la  plus 
petite  force  transversale.  La  destruction  des  forces  ne 
peut  s'y  opérer  que  par  sa  résistance  longitudinale,  et, 
par  conséquent,  il  faut  toujours  que  ces  forces  puissent 
se  décomposer  en  d'autres  qui  se  détruisent  dans  Xin^ 
térieur  du  levier  lui-même. 
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NOTE  II. 

Sur  ce  point  de  doctrine,  (juc  les  seules  Jorces  capables 
d'être  en  équilibre  sur  un  système  défini  par  plusieurs 
équations  ne  sont  autre  chose  que  les  composées  de  celles 
qui  s'y  feraient  séparément  équilibre  en  vertu  de  chacune 
de  ces  équations. 

S'il  pouvait  rester  dans  Tesprit  quelque  doute  sur  cet 
important  théorème ,  qui  n'a  paru ,  dans  le  Mémoire ,  que 
comme  une  conséquence  rapide  tirée  d*un  raisonnement 
assez  délicat,  voici  une  autre  manière  de  l'établir  et  d'en 
mettre  la  vérité  à  l'abri  de  toute  objection. 

Soit,  pour  abréger  le  discours,  l'exemple  d'un  système 
où  les  points  ne  sont  liés  que  par  les  trois  équations 

If  {m  ^  ny  p^q.r,  s^  etc.)  =  const, , 
^{m,  n,p,q,r,s,  etc.)  ==  const, , 
i^(/ti,  n,  p,  7,  r,  .V,  etc.)  =  const. , 

'  entre  leurs  distances  mutuelles  w  ,  « ,  /?,  q,  r^  s^  etc. 

Nous  avons  démontré  que  si  ces  points  sont  sollicités 
les  uns  vers  les  autres  suivant  leurs  distances  w,  n,  p,  q, 
r,  s  y  etc.,  par  des  forces  égales  et  contraires  dont  les 
valeurs  respectives,  désignées  par  IML,  N,  P,  Q,  R,  S,  etc. , 
soient  exprimées  par  les  formules  suivantes  : 

M  =  ir  (m)  -f-  fx(p'  (///)  -h  ^y  (w), 
N  =  Xr  («) -h  fit/ W  -Hvf  (/z), 

P  =  xr(/,)  +  fx/(/.)4-vf(/.), 

K  =  \r  W  +  ptcp'   {r)   -4-vf(r), 

s  =  >rw-i-f*/  W-^vfw, 

etc.,  etc.; 

3o. , 
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toutes  ces  forces  seront  en  équilibre  sur  le  système^  et 
cela  quelles  que  soient  les  valeurs  qu'on  veuille  donner 
aux  trois  coefficients  >,  jx,  v.  11  est  clair,  en  effet,  que 
l'ensemble  de  ces  forces  peut  être  vu  comme  la  réunion  de 
trois  groupes  partiels,  dont  chacun,  relatif  a  chaque 
équation ,  serait  en  équilibre  à  part ,  en  vertu  de  cette 
seule  équation  (titre  II  du  Mémoire), 

Or,  maintenant,  je  dis  que  ces  forces  (ou  leurs  di- 
verses résultantes  A,  B,  C,  D,  etc.,  aux  divers  points 
« ,  by  Cy  d ,  etc. ,  du  système)  sont  les  seules  forces  qui 
puissent  se  faire  équilibre  :  c'est-à-dire  que  si  Ton  en 
veut  supposer  d'autres  aussi  en  équilibre,  et  qui,  par 
cela  même,  seraient  aussi  décomposables  en  forces  deux 
à  deux  égales  et  contraires  de  valeurs  M',  N',  P',  Q', 
R',  S',  etc. ,  dans  les  mêmes  lignes  m,  n^  p,  g^  r,  j,  etc., 
on  trouvera  que  ces  nouvelles  forces  rentrent  toutes 
nécessairement  dans  les  mêmes  expressions  que  les  pre- 
mières M,  N,  P,  Q,  R,  S,  etc. 

Pour  le  démontrer,  je  remarque  d*abord  qu'on  peut 
toujours,  au  moyen  des  trois  coefficients  indéterminés 
X,  p.,  V,  faire  rentrer  trois  quelconques  de  ces  forces,  et 
par  exemple,  les  trois  premières  M',  N',  P',  dans  les 
mêmes  expressions  que  les  trois  correspondantes  M,  N,  P, 
et  poser  ainsi  les  trois^équations 

M'=:M,     N'  =  ]X,     F=:P; 

car  il  suffit  de  donner  à  a,  p,  v  les  trois  valeurs  propres 
à  vérifier  ces  équations  linéaires  en  > ,  f*,  v;  valeurs  tou- 
jours déterminées,  puisqu'on  ne  suppose  entre  m,  n, p^ 
Çy  r,  s,  etc.,  que  les  trois  équations  (A),  qui  sont  différentes 
par  hypothèse,  et  rnmpatibirs  entre  elles  par  la  oature 
même  de  la  question. 
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Après  avoir  ainsi  disposé  de  ces  trois  coelHcients,  on 
ne  peut  plus  continuer  d'égaler  chacune  à  chacune  les 
forces  qui  restent,  puisqu'elles  se  trouvent  alors  toutes 
déterminées;  mais  on  est  toujours  le  maître  de  poser  les 
équations 

Q'  =  Q-HX,     R'  =  R-h/5,     S' =  S -H  a,  etc., 

en  désignant  par  ;(,  p,  o-,  etc.,  les  valeurs  des  forces 
égales  et  contraires  quUl  faudrait  ajouter  suivant  les  lignes 
qy  r,  s^  etc.,  pour  remplir  ces  égalités. 

Ainsi,  toutes  les  forces  M',  N',  P',  Q',  R',  S',  etc.,  qu'on 
suppose  en  équilibre  sur  le  système,  peuvent  toujours 
être  représentées  par 

M,  N,  P,     Q-hx>     R-Hp»     S  +  <r,  etc. 
Mais  les  forces 

M,]N,  P,  Q,  R,  S,elc., 

considérées  à  part,  se  font  équilibre  :  donc,  en  les  suppri- 
mant ,  on  trouverait  qu'il  y  a  équilibre  entre  les  forces 

o»  o»  o»  X»P»^»^^<^» 
qui  agissent  suivant  les  lignes  respectives 
w,  n,  p^  7,  r,  f,etc. 

Or,  comme  parmi  ces  nouvelles  forces  il  y  en  a  déjà  trois 
nultes  dans  les  lignes  m  ,  n,  p,  je  dis  que  l'équilibre  des 
autres  x»  P>  ^^  ®^*^->  ^^^  impossible  à  moins  que  cha- 
cune d'elles  ne  soit  aussi  nulle;  et  par  exemple,  je  dis 
que  la  valeur  x  ^^^  ^^"^  forces  égales  et  contraires  qui 
agissent  dans  la  ligne  7  est  nécessairement  nulle  d'elle- 
même. 

En  effet,  si  les  forces  o,  o,  o,  x»  P»  ^)  «^^- >  P^"" 
vaient  se  faire  équilibre  sur  le  système  proposé,  où  les 
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points  ne  sont  liés  que  par  les  trois  équations  données  (A), 
à  plus  forte  raison  se  feraient-elles  équilibre  si  Ton  ajou- 
tait les  nouvelles  conditions  qtie  les  distances  mutuelles 
/•,  v,  t,  etc.,  soient  rendues  séparément  invariables. 
Mai^  alors  on  pourrait,  sans  troubler  l'équilibre,  sup- 
primer toutes  les  forces  égales  et  contraires  p,  o-, 
T,  etc. ,  qui  se  détruiraient  d'elles-mêmes  dans  ces 
lignes  roides.  On  conclurait  donc  que  l'équilibre  reste 
entre  les  deux  seules  forces  égales  et  contraires  de  valeur 
X,  qui  sollicitent  Tun  vers  l'autre  les  deux  points  dont  la 
distance  mutuelle  est  q.  Or  maintenant,  il  est  bien  aisé 
de  voir  que  cet  équilibre  est  impossible  à  moins  que  x  Q^ 
soit  nulle  d'elle-même.  Et,  en  effet,  malgré  les  trois  équa- 
tions données  (A)  et  les  équations  ajoutées  r=  const.y 
s  =  const. ,  t  =  const. ,  etc. ,  nos  deux  points  sont  en- 
core libres  de  se  rapprocher  ou  de  s'éloigner  l'un  de 
l'autre,  puisque  les  quatre  distances  mutuelles  m^  n^ 
/>,  q,  restées  seules  variables,  ne  se  trouvent  liées 
que  par  les  trois  équations  données  (A).  Une  quel- 
conque de  ces  distances,  et  par  exemple  </,  peut  donc 
varier  à  volonté;  et  les  deux  forces  égales  et  contraires  x 
produiront  nécessairement  cette  variation.  Car,  bien  qu'on 
ne  puisse  faire  varier  la  distance  q  sans  forcer  les  trois 
autres  /w ,  //,/>,  de  prendre  des  variations  déterminées  en 
conséquence  des  trois  équations  (A) ,  comme  il  n'y  a,  sui- 
vant ces  trois  lignes  w,  /?,  /?,  que  des  forces  nulles  pour 
s'opposer  à  ces  trois  variations ,  il  s'ensuit  qu'il  n'y  a  rien 
dans  le  système  qui  puisse  empêcher  les  deux  forces  x  ^^ 
produire  la  variation  de  la  distance  q  des  deux  points 
qu'elles  sollicitent  en  sens  contraires,  et  que,  par  consé- 
quent, il  ne  peut  y  avoir  équilibre  à  moins  que  x  ^^  ^^^ 
nulle  d'elle-même. 
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On  voit  donc  que  toutes  ces  forces  x>  p»  o",  t,  etc.,  sont 
nécessairement  nulles,  et  que  les  forces  proposées  M',  N  '^ 
P',  Q%  R',  S',  T',  etc.,  par  cela  seul  qu'on  les  suppose 
capables  d'être  en  équilibre  sur  le  système,  doivent  ren- 
trer toutes  dans  les  mêmes  expressions  que  les  premières 
M ,  N ,  P,  Q ,  R ,  S ,  T,  etc.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Cette  démonstration  est  générale.  C'est  uniquement 
pour  abréger  le  discours  qu'on  a  pris  l'exemple  d'un 
système  où  les  points  ne  sont  liés  que  par  trois  équations  > 
mais  il  est  clair  (pie  notre  raisonnement  n'emprunte  rien 
de  cet  exemple,  et  qu'il  se  ferait  de  la  même  manière  si 
les  iK)ints  étaient  liés  par  un  nombre  quelconque  d'équa- 
tions. Ainsi,  le  théorème  qui  fait  l'objet  de  cette  Note  se 
trouve  complètement  démontré. 

De  plus,  il  faut  remarquer  que  notre  théorème  ne 
convient  pas  seulement  à  un  système  libre  y  et  où,  par 
conséquent ,  la  liaison  des  cor|)S  ne  peut  jamais  consister 
que  dans  des  équations  données  entre  leurs  distances  mu- 
tuelles :  il  est  également  vrai  pour  un  système  de  points 
liés  par  des  équations  quelconques  entre  leurs  coordon- 
nées relatives  à  des  objets  fixes  ;  car  il  est  facile  de  rame- 
ner la  considération  d'un  tel  système  à  celle  d'un  système 
entièrement  libre,  comme  on  l'a  vu  au  titre  IV  de  notre 
Mémoire.  On  peut  donc  dire  ,  de  la  manière  la  plus  géné- 
rale ,  que  l'équilibre  d'un  système  quelconque  défini  par 
plusieurs  équations  peut  toujours  se  décomposer  en  autant 
d'équilibres^  dont  chacun,  relatif  à  chaque  équation,  a 
réellement  lieu  à  part,  en  vertu  de  cette  seule  équation. 
C'est,  en  quelque  sorte ,  la  superposition  de  tous  ces  équi- 
libres partiels  qui  fait  l'équilibre  général  du  système. 

Mais  il  y  a  encore  cpielquos  conséquences  délicates  à 
tirer  de  celte  analyse. 
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En  Mécaniqiie,  on  pourrait  nommer  simple  tout  sys- 
tème où  les  points  ne  sont  liés  que  par  une  seule  équation  : 
car  il  n'y  a  alors  que  des  forces  de  proportion  et  de 
directions  déterminées  qui  puissent  s'y  faire  équilibre.  Ce 
groupe  de  forces  est  donc  simple ,  ou  indécomposable  en 
groupes  différents  capables  d'un  équilibre  séparé.  Or,  de 
l'analyse  qui  précède  il  résulte  que,  dans  chaque  cas  d'é- 
quilibre ,  on  peut  toujours  voir  comme  simple  un  système 
quelconque  complexe,  c'est-à-dire  dont  les  points  sont 
liés  à  la  fois  ^bx  plusieurs  équations. 

En  effet,  qu'on  multiplie  respectivement  ces  équations 
par  des  coefficients  constants  indéterminés  X  ,  jx,  v ,  ete., 
et  qu'on  les  ajoute  toutes  ensemble  pour  n'en  former 
qu'une  seule  équation  qui  peut  être  nommée  la  résultante; 
il  sera  toujours  permis  de  supposer  que  les  points  du 
système  ne  sont  liés  entre  eux  que  par  cette  seule  équa- 
tion.. Car,  si  l'on  en  tire,  suivant  cette  hypothèse ,  les  ex- 
pressions des  forces  capables  de  Péquilibre,  on  est  sûr 
que  ces  expressions,  au  moyen  des  coefficients  indéter- 
minés X,  jx,  V,  etc.,  qu'elles  renferment,  seront  propres  à 
représenter  tous  les  groupes  imaginables  de  forces  ca- 
pables d'être  en  éc|^uilibre  sur  le  système  complexe  dont  il 
s'agit. 

Considérons  un  dé  ces  groupes  en  particulier,  et,  par 
conséquent,  donnons  à  X,  fx,  v,  etc.,  les  valeurs  particu- 
lières X,  ,.pii,  V,,  etc.,  qui  répondent  à  ce  groupe.  L'équa- 
tion résultanXe  devient  alors  une  équation  tout  à  fait  dé- 
terminée. Oc  il  est  clair  que,  pour  ce  groupe,  on  peut, 
sans  que  l'équilibre  soit  troublé ,  supposer  que  les  points 
ne  sont  plus  liés  entre  eux  que  par  cette  seule  équation, 
et  supprimer,  en  conséquence,  dans  le  système  tous  les 
divers  liens  représentés  par  les  diverses  équations ,  pourvu. 
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qu'on  les  remplace  par  le  lien  unique  représenté  par 
Tcquation  déterminée  dont  il  s'agit.  Ainsi,  le  système 
complexe  pourrait  se  transformer  tacitement  en  un  sys* 
lème  simple  sans  que  Téquilibre  fût  rompu  Voici  la  seule 
différence  de  ces  deux  équilibres.  Si  Ton  conserve  entre 
les  corps  tous  les  liens  donnés,  le  groupe  de  forces  pourra 
se  décomposer  en  autant  de  groupes  différents  dont  chacun 
serait  en  équilibre  à  part  en  vertu  de  chaque  lien  :  si  Ton 
ne  met  entre  ces  corps  que  le  lien  unique  dont  j'ai  parlé  ^ 
le  groupe  de  forces  reste  en  équilibre ,  mais  il  devient  in.- 
décomposable  ;  il  faut  alors  que  toutes  les  forces  y  agissent 
à  la  fois  ou  que  le  groupe  reste  un  ,  comme  dans  le  cas 
d'un  système  parfaitement  simple. 

On  connaît  cet  axiome  de  toute  évidence,  qu'on  ne 
trouble  pas  l'équilibre  de  plusieurs  corps  en  ajoutant,  aux 
liens  qu'on  suppose  déjà  les  unir  entre  eux ,  tant  de  nou- 
veaux liens  qu'on  voudra  :  mais  on  voit  ici  une  espèce  de 
proposition  inverse  qui  ne  parait  pas  si  évidente.  C'est 
qu'on  peut  aussi ,  sans  troubler  l'équilibre,  ôter  tous  les 
liens  donnés  qui  unissent  les  différents  points  d'un  sy&- 
tèrae ,  pourvu  qu'on  y  substitue  un  seul  lien  convenable- 
ment choisi  :  de  sorte  que  ces  points  peuvent  passer  de 
l'état  de  la  plus  grande  dépendance  à  celui  de  la  plus 
grande  liberté,  sans  cesser  d'être  en  équilibre  sous  l'action 
des  mêmes  forces  (j'entends  ici  la  plus  grande  liberté  que 
des  points  puissent  avoir  quand  ils  font  encore  un  sys^ 
terne,  c'est-à-dire  lorsqu'ils  restent  liés  ensemble  au  moins 
par  une  équation). 

Celte  équation  ,  qui  peut  tenir  lieu  de  toutes  les  autres, 
s'en  déduit  facilement ,  comme  on  l'a  vu  tout  à  l'heure  : 
mais  on  peut  aussi  la  trouver,  ou  du  moins  en  former 
une  équivalente,  sans  connaître  en  rien  les  équations  du 
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système  :  il  suffit  de  connaître  le  groupe  des  forces  qu'on 
y  suppose  en  équilibre.  Car  soient  M,  N,  P,  Q,  R,  S,  etc., 
les  valeurs  actuelles  de  ces  forces  décomposées  suivant 
les  distances  mutuelles  w,  /i,  /?,  </,  r,  Sy  etc.,  des  différents 
corps;  il  est  clair  qu'on  peut  prendre,  pour  représenter 
le  lien  cherché ,  la  simple  équation  linéaire 

Mm  -h  N«  -h  P/?  -f-  Q^  +  Rr  -h  S5  -h  etc.  =  const. 

C'est  ce  qui  résulte  évidemment  de  notre  analyse;  car,  en 
prenant  les  (onctions primes  du  premier  membre ,  on  trou- 
verait sur-le-champ  M ,  N ,  P,  etc. ,  pour  les  forces  de  l'équi- 
libre. Mais  c'est  ce  qu'on  pourrait  voir  aussi  par  la  simple 
théorie  des  polygones  funiculaires  :  car  la  liaison  exprimée 
par  l'équation  précédente  peut  être  réalisée ,  en  Mécanique, 
au  moyen  d'un  seul  fil  flexible  et  inextensible.  Supposons, 
en  effet  (ce  qui  est  ici  permis),  que  les  forces  M ,  N ,  P,  Q, 
R ,  S ,  etc.,  soient  commensurables  entre  elles ,  et  prenons 
pour  unité  la  demi  commune  mesure.  Les  valeure  M,  N, 
P,  etc.,  deviendront  des  nombres  entiers  et  tous  pairs. 
Or  on  peut  démontrer  que ,  dans  ce  cas,  il  est  toujours 
possible  de  conduire  par  tous  les  points  du  système, 
comme  par  autant  d'anneaux ,  un  même  fil  qui  revienne  au 
point  de  départ,  après  avoir  passé  M  fois  sur  la  distance  m, 
N  fois  sur  la  distance  /i,  Pfois  sur  la  distance  py  etc.,  de 
manière  que  la  longueur  totale  de  ce  fil ,  qu'on  pourra 
fermer,  soit  exprimée  par  Mm  -f-  JN/i  -f-  P/?  -4-  etc. 

Si  donc  ce  fil  flexible ,  le  long  duquel  les  points  peuvent 
couler  librement,  n'est  pas  susceptible  de  s'allonger,  et 
que  les  forces  agissent  de  manière  à  ce  qu'il  soit  tendu , 
il  représentera  la  liaison  dont  il  s'agit.  Or,  pour  l'équi- 
libre d'un  tel  système,  il  est  bien  évident  que  le  fil  doit 
avoir  partout  la  même   tension;    que,   par  conséquent,. 
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les  valeurs  des  forces  égales  et  contraires  qui  ont  lieu 
entre  les  points,  suivant  leurs  distances  w,  /i,/>,  q^  r^ 
.V,  etc.,  sont  précisément  entre  elles  comme  les  nombres 
M ,  N ,  P,  Q ,  R ,  S ,  etc.  :  d'où  Ton  voit  que  les  points  «, 
b^Cy  d,  Cy  etc.,  du  système  ne  peuvent  être  tenus  en  équi- 
libre que  par  ces  forces ,  ou  par  d'autres  A,  B,  C ,  D,  E ,  etc. , 
qui  soient  capables  de  se  décomposer  en  celles-là.  Etc.,  etc. 

NOTE  III. 

Démonstration  du  principe  des  vitesses  virtuelles.  Identité 
de  ce  principe  avec  le  théorème  général  qui  fait  Vobjet 
du  Mémoire  précédent. 

On  s'est  contenté  d'observer,  dans  le  Mémoire,  que 
du  théorème  où  l'on  est  parvenu  sur  l'expression  géné- 
rale des  forces  de  l'équilibre ,  on  pouvait  passer  aisément 
au  principe  des  vitesses  virtuelles.  Mais  ce  principe  est 
si  célèbre  dans  l'histoire  de  la  Mécanique ,  que  ^'e  ne  puis 
m'empêcher  de  marquer  en  peu  de  mots  ce  /  ^  ;  et 

j'y  reviens  d'autant  plus  volontiers,  que  na  ment 

le  principe  des  virtuelles  est  un  corollaire  /  propo- 

sition générale  établie  ci-dessus ,  mais  qu'il  /  .raît  en- 
core identique  avec  elle  lorsqu'on  le  refl  sous  sor 
vrai  point  de  vue ,  et  qu'on  l'énonce  d'uii/  manière  com- 
plète. 

Soit  le  système  délini  par  les  équations  suivantes  entre 
les  coordonnées  des  corps 

if{xy  jr,  z;     x',  y,  z',  etc.)c=o, 
(A)  I   rp(a:,   r,  z;     .r',  y  y  z\  etc.)=ro, 

I  etc. 
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Supposons  qu'on  imprime  à  tous  ces  corps  des  vitesses 

quelconques  qu'ils  puissent  avoir  actuellement  sans  violer 

les  conditions  de  la  liaison  :  les  coordonnées  x ,  j ,  s  ; 

x',  y,  z',  etc.,  varieront  avec  le  temps  r ,  dont  il  faudra 

les  regarder  comme  fonctions;  et,  pour  que  les  vitesses 

fljc    dy    d"    djc 
imprimées  —  ?  —  >  -^j  —  5  etc.,  soient  permises  par  la 

liaison,  comme  on  le  suppose,  il  faudra  qu'elles  satis- 
fassent aux  équations 

/'W;^+r(r)i+/'W^^+/'(x')_+etc.  =  o, 

,  ,  .djc         , ,    sdy         ,,  xdz         ,,  ,.  da/ 
l?'W;^-H?'(r)^-h?'W^^  +  1>'(^')-;jj:+etc.  =  o, 

etc., 

tirées  des  précédentes  (A);  et  il  suffira  qu'elles  y  satis- 
fassent pour  que  les  conditions  de  la  liaison  soient 
observées. 

Ou  bien ,  si  Ton  multiplie  ces  équations  par  des  coefli- 
cients  quelconques  indéterminés  >,  f*,  etc.,  et  qu'on  les 
ajoute,  il  suffira  que  les  vitesses  satisfassent  à  la  seule 
équation  suivante ,  indépendamment  de  > ,  fx ,  etc. , 


(«) 


[VW 

[VW 

+  f*f'{r)  +  etc.]J 

[À/'W 

-4-^f  (î)  +  etc.]^ 

Wi^) 

dx' 

etc. 

/ 

...  .         1        -•  djc    dj' 

Or  les  fonctions  qui  multiplient  les  vitesses  ~7T^  -rr^ 
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Y>  —  î  etc. ,  ne  sont  autre  chose  (d  après  ce  qui  a  ele 

démontré)  que  les  expressions  générales  des  forces  capa- 
bles d*étre  en  équilibre  sur  le  système.  Supposant  donc 
des  forces  X,  Y,  Z;  X',  Y',  Z',  etc.,  qui  s'y  feraient 
actuellement  équilibre,  on  aurait  nécessairement 

Au  lieu  ^tSi  trois  composantes  X,  Y,  Z,  multipliées  par 

dx     dy     dz  . 

les  vitesses  respectives  —  ?  -yt  -j  •>  on  peut  mettre  la 

ds 
résultante  P,  multipliée  par  la  vitesse  résultante  —,  pro- 
jetée sur  la  direction  de  P,  et  que  je  nommerai  —-;  et  de 
même  pour  les  autres,  et  l'on  aura 

p  *  +  p'^'  +  p"^  +  etc   -  o- 

c'est-à-dire  que ,  si  des  forces  se  font  équilibre  sur  un 
système  quelconque  y  la  somme  de  leurs  produits  par 
Jies  vitesses  y  quelles  qu*  elles  soient,  qu'on  voudra  im- 
primer aux  corps  y  mais  que  leur  liaison  permet,  sera 
toujours  égale  à  zéro ,  en  estimant  ces  vitesses  suivant 
les  directions  des  forces. 

On  voit  par  là  qu'on  peut  prendre  des  vitesses  quel- 
conques finies,  que  Ton  mesurerait  par  des  droites  quel- 
conques qui  seraient  simultanément  décrites  par  les  corps, 
s'ils  venaient  tout  à  coup  à  rompre  leur  liaison  et  à 
s*échapper  librement  chacun  de  son  côté. 

Quand  on  veut  mesurer  ces  vitesses  par  les  espaces 
mêmes  que  les  corps  décrivent  réellement ,  comme  elles 
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varient  à  chaque  instant  par  la  liaison  des  corps ,  il  faut 
prendre  ces  espaces  infiniment  petits,  sans  quoi  ils  ne 
mesureraient  plus  les  vitesses  imprimées;  et  c*est  ainsi 
qu'on  tombe  dans  les  vitesses  virtuelles  proprement  dites, 
où  le  principe  vient  perdre  une  partie  de  sa  clarté. 

Il  résulte,  en  effet,  de  ce  que  nous  venons  de  dire, 
que  cette  belle  propriété  de  Féquilibre  peut  s'énoncer  de 
la  manière  suivante  : 

LorsqiCon  voit  suivre  aux  différents  corps  d'un  sjs^ 
tème  des  mouvements  quelconques  qui  ne  violent  point 
la  liaison  établie  entre  eux ,  c'est-à-dire  qui  nous  pré^ 
sentent  continuellement  le  système  dans  des  figures  où  les 
équations  de  condition  subsistent,  on  peut  être  sûr  que 
les  forces  qui  seraient  capables  de  se  faire  équilibre  sur 
une  de  ces  figures,  dans  le  moment  où  le  système  y  passe, 
sont  telles  que ,  multipliées  par  les  vitesses  actuelles  des 
corps  projetées  sur  leurs  directions ,  la  somme  de  tous  ces 
produits  est  nécessairement  égale  à  zéro. 

Le  principe,  de  cette  manière,  n'offre  plus  aucune 
trace  de  ces  idées  de  mouvements  infiniment  petits,  et  de 
perturbation  d'équilibre  qui  paraissent  étrangères  à  la  ques- 
tion, et  qui  laissent  dans  Tesprit  quelque  chose  d'obscur. 
Lorsqu'il  y  a  équilibre,  il  est  clair  que  le  principe  a 
lieu  pour  tous  les  systèmes  de  vitesses  que  les  points  pour- 
raient avoir  en  passant  par  la  figure  que  Ton  considère. 

Mais  quand  on  veut  partir  du  principe,  et  l'énoncer 
de  manière  qu'il  assure  l'équilibre ,  faut-il  dire  qu'il 
a  lieu  pour  ce  nombre  infini  de  systèmes  de  vitesses? 
Il  y  aurait  surabondance  de  conditions,  et  l'on  voit 
qu'il  sufÏÏt  de  dire  que  l'équation  (D)  doit  se  vérifier 
pour  autant  de  systèmes  de  vitesses  que  les  équations 
de  condition  (B)  en   laissent  d'indépendantes,  ou   bien 
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[en  réunissant,  comme  on  Ta  fait  ci-dessus,  toutes  ces 
équations  en  une  seule  (C) ,  au  moyen  des  indéter- 
minées >  ,  fA  ,  etc.],  il  suffit  de  dire  que  l'équation  (D) 
des  moments  doit  se  vérifier  pour  autant  de  systèmes  de 

,.,  ,  .  dx^  dy      dz     dx' 

vitesses   qu  il    va    de  ces  vitesses  -1-5-7-?   -t\  — ;-? 
^  *  dt      dt       dt^     dt 

dy' 

-j—  9    etc.    Mais    comme    chacun    de    ces   systèmes    de 

vitesses  doit  satisfaire  à  Téquation  (C) ,  par  hypothèse , 

cela    revient   à   dire   que    toutes  les   forces  appliquées 

X,  Y,  Z;  X',  Y',  Z',  etc.,   qui  multiplient  les  vitesses 

dr     dy     dz     dx'     dy'  ,         ,,.  .       ,,^.       ,    . 

-7-,  -^,  —  :  -— ,  -,— ,  etc.,  dans  lequation  (D),  doi- 
dt  ^    fit      dt      dt       dt    ^  *  ^    ^ 

vent  être  toutes  proportionnelles  aux  fonctions 

[>/'W  +  f^?'W  +  etc.],  [If  {y)  -f-fx/(r)4-etc.], 
[\f'  (z)  4-  fxç'  [z)  +  etc.] ,  [\r  [x')  +  fx?'  [x')  +  etc.] , 
[^/'iy)-+-p?'MH-etc.],      etc., 

qui  multiplient  les  mêmes  vitesses  dans  Téquation  gé- 
nérale (C),  qui  fait  régner  entre  elles  les  seules  condi- 
tions que  la  liaison  exige.  Donc  le  principe  des  vitesses 
virtuelles  ,  bien  énoncé ,  c'est-à-dire  avec  toutes  les  idées 
qui  peuvent  le  faire  comprendre,  est  parfaitement  iden- 
tique avec  le  théorème  général  qui  fait  l'objet  du  Mémoire. 
Il  dit  exactement  la  même  chose,  savoir,  que  ,  pour  l'équi- 
libre, les  forces  appliquées  suivant  les  coordonnées  des 
corps,  en  vertu  de  chaque  équation,  doivent  être  pro- 
portionnelles aux  fonctions  primes  de  cette  équation, 
relativement  à  ces  coordonnées  respectives  :  mais  c'était 
là  précisément  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Au  reste ,  on  serait  encore  conduit  à  reconnaître  cette 
identité  en  partant  de  l'énoncé  ordinaire  du  principe  des 
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vitesses  virtuelles,  et  se  rendant  bien  compte,  avant 
tout,  du  vrai  sens  qu'on  y  doit  attacher.  En  effet,  le 
problènie  général  de  la  Statique  n'est  pas  seulement  de 
chercher  les  rapporu  des  forces  qui  se  font  actuellement 
équilibre  sur  le  système ,  mais  bieifS'expression  générale 
des  forces  qui  peuvent  s^y  faire  continuellement  équi- 
libre, dans  toutes  les  figures  où  il  peut  passer  en  vertu 
des  équations  de  condition.  L'équation  générale  donnée 
par  le  principe  des  vitesses  virtuelles  n'est  donc  pas, 
s'il  est  permis  de  parler  ainsi,  la  relation  d*un  instant  ;  elle 
ne  doit  pas  simplement  considérer  l'équilibre  du  système 
dans  la  figure  où  il  est ,  mais  encore  dans  toute  la  suite 
des  figures  où  il  peut  être  y  puisque  c'est  cette  suite  de 
figures  qui  le  caractérise  et  en  constitue  la  définition. 
Ainsi ,  cette  équation  ne  dit  pas  qu'il  faut  prendre  pour 
les  forces  de  tels  nombres  qu'elle  en  soit  satisfaite ,  mais 
(puisque  ces  forces  doivent  varier  avec  la  figure)  qu'ii 
faut  choisir ,  pour  les  représenter,  de  telles  fonctions 
des  coordonnées  ,  qu'elle  demeure  continuellenoent  sa- 
tisfaite, ou  soit  identique.  Or,  en  vertu  des  conditions 
mêmes,  on  sait  qu'il  doit  régner  entre  les  vitesses  simul- 
tanées que  pourraient  avoir  les  corps  une'  équation  li- 
néaire identique  (C) ,  dont  les  coefficients  sont  les  fonc- 
tions primes  des  fonctions  données  par  rapport  aux 
coordonnées  suivant  lesquelles  on  estime  ces  vitesses. 
L'équation  des  moments  dit  donc  que  les  forces  de  l'équi- 
libre doivent  être  représentées  par  ces  fonctions  primes  ;  et, 
par  conséquent,  pour  la  démontrer,  il  fallait  faire  voir 
comment  de  telles  forces  se  font  effectivement  équilibre, 
ou  bien  il  fallait  chercher  directement  quelles  fonctions 
des  coordonnées  peuvent  représenter  les  forces  de  l'équi- 
libre ,  comme  nous  l'avons  fait  d'abord. 
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G*est  pourquoi  la  plupart  des  démonstrations  par  les- 
quelles on  a  ramené  le  principe  des  vitesses  virtuelles, 
ou  à  d'autres  principes ,  ou  à  la  loi  connue  de  quelque 
machine  simple,  telle  que  le  levier,  etc. ,  nous  paraissent 
bien  plutôt  des  preuves  que  de  véritables  démonstrations. 
Toutes,  en  effet,  même  la  plus  beureuse ,  qui  est  de 
Carnot,  se  font  sans  rien  emprunter  de  la  définition 
générale  du  système ,  comme  si  la  machine  était ,  pour 
ainsi  dire,  voilée,  et  qu'on  n'en  vît  sortir  que  les  cor- 
dons où  sont  appliquées  les  puissances.  On  peut  bien 
prouver,  ou  rendre  sensible  par  quelque  construction 
plus  ou  moins  simple,  que  si  l'on  trouble  un  peu  l'équi- 
libre, ces  puissances  doivent  être  dans  un  certain  rap- 
port avec  les  allongements  permis  de  ces  cordons  ;  mais 
cela  ne  peut  offrir  que  les  rapports  actuels  des  forces 
considérées  comme  nombres  ,  et  ne  montre  point  du 
tout  la  forme  d'expression  qui  leur  est  propre.  Cette  per- 
turbation de  l'équilibre  n'apprendrait ,  dans  aucun  cas,  à 
quelle  machine  on  aurait  affaire ,  et  les  mêmes  rapports 
pourraient  s'offrir  entre  les  forces  appliquées,  quoique 
les  machines  fussent  de  constitution  tout  à  fait  différente, 
et  que  chacune  d'elles  imprimât  pourtant  à  l'expression 
des  forces  qui  lui  conviennent  une  forme  différente,  qu'on 
y  devrait  voir  et  retrouver  sans  cesse ,  si  la  difficulté  du 
théorème  était  entièrement  consommée.  Ainsi,  la  pro- 
priété des  vitesses  virtuelles  n'en  restait  i)as  moins  mys- 
térieuse ,  et  l'on  n'avait  point  de  véritable  démonstration, 
je  veux  dire  une  explication  ouverte  et  claire  ,  où  l'on 
vît  non-seulement  (jue  la  chose  se  passe  ainsi,  mais  qu'elle 
est  encore  une  suite  de  la  définition  générale  que  soi- 
même  on  a  donnée  au  système  que  l'on  considère: 

C'est  peut-être  par  quelque  vue  semblable ,   et  pour 
Statiquk  p.  3i 
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arriver  à  Inéquation  des  moments  virtuels  comme  à  une 
équation  identique ,  que  M.  Laplace  [Mécanique  céleste, 
tome  I,  page  4o),  ne  considère  que  les  équations  qui 
représentent  la  liaison  des  parties  du  système ,  et  ne  sup- 
pose d'autres  principes  que  celui  de  la  composition  des 
forces  y  et  de  Tégalité  entre  Faction  et  la  réaction;  ce 
qu*on  peut  regarder  comme  les  éléments  de  la  théorie 
de  réquilibre.  Mais,  comme  dans  son  raisonnement  Fau- 
teur ne  fait  rien  entrer  qui  vienne  de  la  définition  du 
système  dont  il  s'occupe,  sa  démonstration  n*a  aucune 
force ,  et  la  difficulté  reste  en  son  entier. 

Quoi  qu'il  en  soit  d'ailleurs ,  soit  qu'on  veuille  partir 
du  principe  des  vitesses  virtuelles  pour  en  suivre  jusqu'au 
bout  la  signification  intime,  soit  qu'on  attaque  directe- 
ment le  problème  de  la  Mécanique ,  ce  qui  est  bien  plus 
simple ,  on  se  trouve  amené  sur-le-champ  à  cette  question 
générale  :  Quelles  sont  les  fonctions  des  coordonnées  qui 
donnent  les  forces  de  l'équilibre  dans  toutes  les  figures 
que  peut  affecter  le  système,  en  obéissant  aux  équations 
qui  régnent  entre  les  coordonnées  des  différents  corps? 
Tel  est  exactement  le  problème  que  nous  nous  sommes 
proposé  ;  et  notre  objet ,  bien  net  et  bien  distinct ,  a  été 
de  le  résoudre  par  les  premiers  principes  de  la  Statique 
et  de  la  Géométrie. 


Addition  à  In  Note  qui  précède. 

On  vient  de  voir  le  principe  des  vitesses  comme  un 
simple  corollaire  du  théorème  général  qui  fait  l'objet  de 
notre  Mémoire.  Je  pourrais  encore  indiquer  d'autres  co- 
rollaires tout  aussi  remarquables ,  et  qu'on  tire  avec  la 


ET    MOUVEMENT    DES   SYSTÈMES.  4^3 

même  facilité  de  ce  lumineux  théorème  :  car  il  ne  s'agit , 
pour  ainsi  dire,  que  d'en  varier  l'expression. 

Et  par  exemple,  lorsque,  pour  l'équilibre  d'un  système 
quelconque,  défini  (comme  on  peut  toujours  le  supposer) 
par  une  seule  équation  L  =  constante^  nous  disons  que  les 
forces  appliquées  aux  différents  points ,  suivant  leurs  coor- 
données rectangles  j:,  r,  «;  a/,  etc. ,  doivent  être  toutes 
proportionnelles  aux  fonctions  primes  ou  coefficients  dif- 

,      dL     dL     dL     dL  ,     ,    , 

ferentiels -r— ,   -r-,    ^— ;  -r-.i  etc.,  de  la  fonction  don- 
dx      dy     dz       dx 

née  Z,  n'est-il  pas  évident  que  cela  revient  à  dire,  en 

d'autres  termes,  que  des  forces  X,  Y,  Z,  X',  etc.,  qu'on 

supposerait  capables  d'être  en  équilibre  sur  un  système 

quelconque,  doivent  toujours  être  de  telle  nature,  que  la 

formule 

Xrfx  4-  -Xdy  -h  Zdz  -h  XVx'  -f-  etc. , 

soit  une  différentielle  exacte? 

Ainsi,  cette  expression  singulière,  sous  laquelle  Glaira  ut 
a  découvert  le  premier  les  lois  de  l'éauilibre  d'une  masse 
fluide,  n'est  point  particulière  aux  fluides;  mais  elle 
convient  également  à  l'équilibre  de  tous  les  systèmes  pos- 
sibles :  ce  qui  est  assurément  bien  digne  d'être  remarqué. 

Cette  condition  toute  seule  ne  suffirait  pas  pour  assurer 
l'équilibre  des  forces  proposées  X ,  Y,  Z  ;  X',  etc.  Il  faut 
évidemment  y  ajouter  que  l'intégrale  de  la  différentielle 
complète  y^dx  -^Xdy  -\-Zdz  -\-  lk!dx'  -f-  etc. ,  doit  être 
une  quantité  constante  par  la  nature  du  système  :  sans  quoi 
les  points  d'application  ne  seraient  pas  liés  entre  eux  d'une 
manière  qui  les  rendît  capables  de  résister  ensemble  à  l'ac- 
tion des  forces  appliquées,  et  il  n'y  aurait  point  équilibre. 

Mais  cette  seconde  condition  pouri'ait  aussi  s'exprimer 
autrement  ;  car,  au  lieu  de  dire  que  l'intégrale  dont  il  s'agit 

3i.. 
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doit  être  constante  ,  on  peut  dire  que  la  différentielle  doit 
être  nulle,  et  qu'ainsi  on  doit  avoir  Téquation 

^dx  -h  Ydy  4-  Zdz  +  IL'dx'  4-  etc.  =  o  ; 

ce  qui  ramène  encore  le  principe  des  vitesses  virtuelles, 
non  comme  principe,  mais  comme  une  équation  qui 
exprime  la  liaison  nécessaire  qu'il  faut  supposer  entre  les 
points  du  système. 

Je  pourrais  encore  faire  remarquer  que  le  paradoxe 
hydrostatique  de  Stevin  ,  relatif  à  la  pression  qu'un  fluide 
pesant  peut  exercer  sur  le  fond  d'un  vase  où  il  est  ren- 
fermé ,  non-seulement  n'est  point  un  paradoxe,  ni  même 
une  proposition  particulière  aux  fluides,  mais  une  simple 
conséquence  de  notre  théorie  générale  ,  et  qu'on  retrouve 
dans  réquilibre  de  tous  les  systèmes  possibles.  Car,  en  sup- 
posant que,  dans  un  système  quelconque,  on  rende  fixes 
quelques-uns  des  points ,  pour  considérer  les  pressions 
qu'ils  peuvent  ressentir  de  la  part  des  forces  appliquées  aux 
autres  points  du  système,  il  est  bien  évident  qu'on  peut, 
sans  changer  ces  prenions  ,  fixer  encore  une  partie  quel- 
conque de  ces  autres  points.  On  peut  donc  indifférem- 
ment regarder  les  pressions  exercées  sur  les  premiers 
points  fixes  comme  étant  dues  ,  soit  à  l'ensemble  des  forces 
appliquées  à  tous  les  autres,  soit  à  une  partie  quelconque 
d'entre  elles,  et  quelquefois  même  ii  une  seule  force,  si  le 
système  est  de  telle  nature  que  le  point  d'application  de 
cette  force  conserve  encore  quelque  liberté  quand  on 
arrête  tous  les  autres.  D'où  l'on  voit,  etc. 

Mais  je  n'irai  pas  plus  loin  dans  ces  détails  :  ce  peu 
d'exemples  montrent  assez  que  notre  théorie  éclaire  et 
domine  également  toutes  les  parties  de  la  Mécanique. 


THÉORIE  JNOUVELLE 


DE    LA 


ROTATION    DES    C0KP8, 

PRÉSENTÉE    A    l'iNSTITIIT    LE    I  ()     MAI     l834. 


Voici  une  des  questions  (|ui  ni'onl  le  plus  souvent  oc- 
cupé, et,  si  l'on  me  |)erniet  de  ])arler  ainsi ,  une  des  choses 
que  j'ai  le  plus  désiré  de  savoir  en  Dynamique. 

Tout  le  monde  se  fait  une  idi^  claire  du  mouvement 
d'un  point,  c'est-à-dire  du  mouvement  d'un  corpuscule 
qu'on  suppose  infmimcnt  petit,  et  qu'on  réduit  en  quelque 
sorte  par  la  pensée  à  un  point  mathématique;  car  il  ne 
reste  plus  alors  qu'à  se  représenter  la  ligne,  droite  ou 
courbe,  que  ce  point  peut  décrire,  et  la  vitesse  avec  la- 
quelle il  se  meut  suivant  cette  ligne.  Mais  s'il  s'agit  du 
mouvement  d'un  corps  de  grandeur  sensible  et  de  figure 
quelconqucy  il  faut  convenir  qu'on  ne  s'en  fait  (ju'une  idée 
très-obscure. 

A  la  vérité,  cette  idée  paraît  d'abord •s'ctI a ircir  ou 
se  résoudre  naturellement  en  deux  autres.  Kn  effet,  si 
Ton  s'attache  à  regardei*  un  seul  et  même  point  du  corps, 
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on  peut  suivre,  d'un  côté,  le  mouvement  de  ce  point  qui 
ne  peut  décrire  qu'une  certaine  ligne  dans  l'espace ,  et,  de 
l'autre  côté,  le  mouvement  du  corps  qui  ne  peut  que 
tourner  en  même  temps  sur  ce  point  comme  autour  d'un 
centre  fixe.  Mais  ce  second  mouvement,  c'est-à-dire  celui 
d'un  corps  mobile  autour  d'un  point  sur  lequel  il  a  la 
liberté  de  pirouetter  dans  tous  les  sens ,  ne  présente  lui- 
même  qu'une  idée  très-obscure. 

Ce  n'est  pas  qu'en  rapportant  les  points  du  corps  à  des 
plans  ou  objets  fixes  dans  l'espace,  on  n'ait  su  trouver 
ce  qu'on  appelle  les  équations  différentielles  de  ce  mou- 
vement, el  même  qu'on  ne  soit  venu  à  bout  d'intégrer 
ces  équations ,  ou  du  moins  d'en  ramener  les  intégrales 
aux  quadratures,  dans  le  cas  simple  d'un  corps  libre  de 
toute  action  étrangère.  Euler  et  d'Alembert  à  peu  près 
dans  le  même  temps,  et  par  des  méthodes  différentes, 
ont  les  premiers  résolu  cette  importante  et  difficile  ques- 
tion de  la  Mécanique  :  et  l'on  sait  que,  depuis,  l'illustre 
Lagrange  a  repris  de  nouveau  ce  fameux  problème,  pour 
l'approfondir  et  le  développer  à  sa  manière,  je  veux  dire 
par  une  suite  de  formules  et  de  transformations  analy- 
tiques qui  présentent  beaucoup  d'ordre  et  de  symétrie. 
Mais  il  faut  convenir  que,  dans  toutes  ces  solutions,  on 
ne  voit  guère  que  des  calculs ,  sans  aucune  image  nette  de 
la  rotation  du  corps.  On  peut  bien ,  par  ces  calculs  plus 
ûu  moins  longs  et  compliqués,  parvenir  à  déterminer  le 
lieu  où  se  trouvera  le  corps  au  bout  d'un  temps  donné  : 
mais  on  ne  voit  point  du  tout  comment  le  corps  y  arrive; 
on  le  perd  entièrement  de  vue ,  tandis  qu'on  voudrait  l'ob- 
server, et  le  Siiivre,  pour  ainsi  dire,  des  yeux  dans  tout 
le  cours  de  sa  rotation. 
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Or  c*est  cette  idée  claire  du  mouvement  de  rotation 
que  j'ai  tâché  de  découvrir,  afin  de  mettre  sous  les  yeux  ce 
que  personne  ne  s'était  encore  représenté. 

Il  en  résulte  une  solution  toute  nouvelle  du  problème 
de  la  rotation  d'un  corps  abandonné  à  lui-même,  soit 
qu'il  tourne  librement  sur  son  centre  de  gravité,  ou  sur 
tout  autre  point  fixe  autour  duquel  il  serait  forcé  de  se 
mouvoir  :  véritable  solution  du  problème,  en  ce  qu'elle 
fait  image,  et  qu'on  y  voit  le  mouvement  du  corps  avec 
autant  de  clarté  que  le  mouvement  d*un  point.  Et  si  de 
cette  démonstration  géométrique  de  la  rotation  des  corps 
on  veut  passer  au  calcul  pour  mesurer  toutes  les  diffé- 
rentes propriétés  ou  affections  de  ce  mouvement,  on 
n'a  plus  que  des  formules  directes  et  toujours  claires, 
parce  que  chacune  d'elles  n'y  est  que  l'expression  d'un 
théorème  dynamique  dont  on  a  l'idée ,  et  qui  tend  à  son 
objet.  Ainsi,  notre  analyse  présente  encore  cet  avantage, 
que  tout  s'y  exprime  et  s'y  développe  par  les  seules  don- 
nées immédiates  du  problème,  sans  aucun  mélange  de  ces 
angles  ou  de  ces  coordonnées  étrangères  qui  ne  tiennent 
point  à  la  nature  de  la  question ,  et  qui  ne  viennent  que  de 
la  méthode  indirecte  qu'on  emploie  pour  la  résoudre. 
Car  c'est  une  remarque  (pie  nous  pouvons  faire  dans  toutes 
nos  recherches  mathématiques  :  ces  quantités  auxiliaires, 
ces  calculs  longs  et  difficiles  où  l'on  se  trouve  entraîné,  y 
sont  presque  toujours  la  preuve  que  notre  esprit  n'a 
point,  dès  le  commencement,  considéré  les  choses  en 
elles>mêmes  et  d'une  vue  assez  directe,  puisqu'il  nous 
faut  tant  d'artiiices  et  de  détours  pour  y  arriver  ;  tandis 
que  tout  s*abrége  et  se  simplifie  sitôt  qu'on  se  place  au  vrai 
point  de  vue. 

J'ai  donc  pensé  qu'une  solution  si  simple,  et  si  propre 
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à  jeter  un  nouveau  jour  sur  les  questions  les  plus  diffi- 
ciles de  la  Dynamique,  pouvait  servir  à  Tavancement  réel 
de  la  science,  et  méritait  ainsi  Tattenlion  des  géomètres; 
et  c'est  cette  considération  philosophique  qui  ra*a  surtout 
déterminé  à  composer  le  nouveau  Mémoire  que  j'ai  l'hon- 
neur de  présenter  aujourd'hui  à  l'Académie. 

Je  le  divise  en  trois  parties  principales  :  dans  la  pre- 
mière, je  considère  le  mouvement  du  corps  en  lui-même, 
et  les  forces  qui  seraient  capables  de  le  produire  ;  dans  la 
seconde,  je  donne  la  solution  du  problème  de  la  rotation 
des  corps  libres;  et  dans  la  troisième,  je  développe  les 
calculs  qui  se  rapportent  à  cette  solution. 

Mais,  pour  donner  une  idée  plus  précise  de  ce  travail, 
je  vais  exposer  en  peu  de  mots  les  notions  simples  et 
les  premiers  principes  de  notre  théorie  nouvelle ,  et  par- 
courir ensuite  les  théorèmes  les  plus  remarquables  qui  en 
sont  l'objet  et  le  résultat. 


ï. 


9U     MOUVEMENT     DES     CORPS    CONSIDÉRÉ     EN     LUI-MEME;    ET 
DES    FORCES    CAPABLES    d'uN    MOUVEMENT    DONNE. 

Idée  de  la  rotation  simple  et  de  la  vitesse  angulaire. 

Le  seul  mouvement  de  rotation  dont  nous  ayons  une 
idée  claire  est  celui  d'un  corps  qui  tourne  sur  un  axe  im- 
mobile; car  on  voit  clairement  toutes  les  circonférences 
de  cercles  que  les  points  du  corps  décrivent  autour  de 
cet  axe,  et  qu'ils  peuvent  réellement  décrire  ensemble,. 
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c'est-à-dire  sans  que  leur  disposition  mutuelle,  ou  ce 
qu'on  peut  nommer  la  figure  du  corps ,  soit  en  rien 
changée. 

T^ous  avons  également  une  idée  nette  de  la  quantité  ou 
de  la  mesure  de  cette  rotation  :  car,  comme  tous  les  points 
décrivent  en  même  temps  des  arcs  semblables ,  le  rapport 
de  la  vitesse  d'un  point  au  rayon  du  cercle  qu'il  décrit 
est  le  même  pour  tous  les  points  du  corps  ;  et  c'est  ce 
rapport  constant  qui  fait  la  mesure,  ou  ce  qu'on  appelle 
la  vitesse  angulaire  de  la  rotation. 

Composition  des  mouvements  de  rotation. 

De  ces  notions  simples ,  et  des  premiers  éléments  de  la 
Géométrie,  on  peut  conclure  que  si,  par  deux  causes 
quelconques,  un  corps  tendait  à  tourner  à  la  fois  autour 
des  deux  côtés  d'un  parallélogramme  avec  deux  vitesses 
angulaires  proportionnelles  aux  longueurs  de  ces  côtés, 
le  corps  tournerait  sur  la  diagonale  avec  une  vitesse  an- 
gulaire proportionnelle  à  la  longueur  de  cette  diago- 
nale. 

D'où  il  résulte  que  des  rotations  autour  de  différents 
axes  qui  passent  en  un  même  point  se  composent  exacte- 
ment par  la  même  loi  que  de  simples  forces  appliquées  en 
ce  point. 

Et  cette  similitude  de  composition  n'est  pas  bornée  à 
des  rotations  dont  les  axes  se  croisent  en  un  même  point; 
mais,  ce  qui  est  fort  remarquable,  elle  s'étend  à  des  rota- 
tions autour  d'axes  qui  seraient  situés  d'une  manière  quel- 
conque dans  l'espace. 

Ainsi,  deux  rotations  autour  de  deux  axes  parallèles 
se  composent  en  une  seule,  égale  à  leur  somme,  autour 
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d'un  axe  parallèle ,  et  qui  divise  la  distance  des  deux  pre- 
miers en  raison  inverse  des  deux  rotations  composantes. 
Si  ces  deux  rotations  sont  de  sens  contraires ,  la  rotation 
résultante  est  égale  à  leur  différence ,  et  la  position  de  son 
axe  se  trouve  comme  s'il  s*agissait  de  deux  forces  parallèles 
qui  agissent  en  sens  contraires. 

Si  ces  deux  rotations  parallèles  et  contraires  sont  égales , 
elles  ne  peuvent  jamais  se  réduire  à  une  seule.  Elles  for- 
ment alors  ce  qu'on  peut  nommer  un  couple  de  rotations  : 
c'est,  pour  ainsi  dire,  une  rotation  sui  generis,  et  qui  ne 
peut  jamais  être  ramenée  à  une  rotation  simple  autour 
d'aucun  axe,  quelqu'il  soit.  Et,  en  effet,  il  est  très-aisé  de 
voir  que  le  résultat  d'un  tel  couple  serait  de  donner  au 
corps  un  pur  mouvement  de  translation  dansTespace, 
suivant  une  direction  perpendiculaire  au  plan  de  ce  cou- 
ple, et  mesuré  par  son  moment,  c'est-à-dire  par  le  pro- 
duit d'une  des  deux  rotations  multipliée  par  la  distance 
qui  sépare  leurs  axes  parallèles.  Un  couple  de  rotations 
équivaut  donc  à  une  simple  force  qu'on  appliquerait  au 
centre  de  gravité  du  corps ,  suivant  une  direction  per- 
pendiculaire au  plan  de  ce  couple,  et  qu'on  prendrait 
égale  à  son  moment  multiplié  par  la  masse  du  corps. 

De  tels  couples  peuvent  se  transformer  en  d'autres 
équivalents,  se  tourner  et  se  transporter  comme  on  vou- 
dra dans  leurs  plans,  ou  dans  d'autres  plans  parallèles, 
sans  que  le  mouvement  du  corps  en  soit  changé  :  ils  se 
composent  et  se  décomposent  exactement  par  la  même  loi 
que  les  couples  de  forces;  et  l'on  peut  leur  appliquer, 
sans  en  rien  excepter,  tous  les  théorèmes  qui  concernent 
les  couples  ordinaires. 

Du  parallélogramme  des  rotations  simples  et  du  parallé- 
logramme des  couples  de  rotations ,  résulte  la  composition 
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de  tant  de  rotations  qu'on  voudra  autour  d'axes  situés 
d'une  manière  quelconque  dans  l'espace;  et  cette  com- 
position générale  est  entièrement  semblable  à  celle  des 
forces. 

Ainsi,  comme  tant  de  forces  qu'on  voudra  se  peuvent 
toujours  réduire  à  une  seule  passant  par  un  point  quel- 
conque donné,  et  à  un  seul  couple  ;  de  même  tant  de  ro- 
tations qu'on  voudra,  autour  de  différents  axes  situés 
d'une  manière  quelconque  dans  l'espace ,  peuvent  tou- 
jours se  réduire  à  une  seule  rotation  autour  d'un  axe  pas- 
sant par  un  point  pris  à  volonté ,  et  à  un  seul  couple  de 
deux  rotations  égales  et  contraires  autour  de  deux  axes 
parallèles  entre  eux.  Et  si,  comme  pour  les  forces,  on 
veut  une  réduction  où  il  n'y  ait  rien  d'arbitraire,  on 
pourra  toujours  choisir  le  point  dont  il  s'agit,  de  ma- 
nière que  le  plan  du  couple  de  rotations  soit  perpendi- 
culaire à  l'axe  de  la  rotation  résultante ,  lequel  devient 
ainsi  ce  qu'on  pourrait  nommer  Vaxe  central  des  couples 
de  rotations  (*). 

Gomme  un  couple  de  rotations  équivaut  à  une  pure 
translation  du  corps  suivant  la  direction  de  l'axe  de  ce 

(*)  On  voit  la  parfaite  symétrie  de  cette  composition  des  rota- 
tions et  de  celle  des  simples  forces.  Elles  sont  presque  identiques  : 
car  si  l'on  avait  primitivement  donné  le  nom  àe  force  à  la  cause 
capable  de  faire  tourner  sur  un  axe ,  on  aurait  eu,  pour  ces  nouvelles 
forces  y  une  Statique  toute  semblable.  Seulement,  dans  celle-ci, 
les  simples  forces  (toujours  considérées  comme  transportées  au 
centre  du  corps)  auraient  répondu  à  nos  couples  dans  la  Statiquo 
ordinaire ,  et  les  couples  auraient  répQndu  à  nos  simples  forces. 
Mais  il  était  bien  plus  simple  et  plus  naturel  de  commencer, 
comme  on  Ta  fait ,  par  donner  le  nom  de  force  à  la  cause  capable 
d^un  pur  mouvement  de  translation,  et  de  voir  ensuite  dans  lo 
couple  la  cause  d'un  pur  mouvement  de  rotation. 
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couple ,  on  voit  que  tout  le  mouvement  du  corps  se  réduit, 
en  dernière  analyse,  à  tourner  sur  un  certain  axe  déter- 
miné, et  à  glisser  en  mêmejtemps  le  long  de  cet  axe.  Ce 
qui  est,  comme  nous  le  verrons  plus  loin ,  le  mouvement 
le  plus  général  que  puisse  avoir  un  corps  dans  l'espace 
absolu. 

Voilà ,  en  peu  de  mots ,  tout  ce  qui  regarde  l'idée  de  la 
rotation  simple  sur  un  axe ,  et  la  composition  de  sembla- 
bles rotations  autour  de  différents  axes  situés  d'une  ma- 
nière quelconque  dans  Tespace.  Mais  il  faut  se  faire  main- 
tenant une  idée  de  la  rotation  d'un  corps  autour  d'un 
point  sur  lequel  il  semble  pirouetter  en  tous  sens. 

Idée  de  la  rotation   autour  d*un  point. 

Le  mouvement  d'un  corps  qui  tourne  sur  un  axe  im- 
mobile étant  le  seul  dont  nous  ayons  une  idée  claire , 
c'est  donc  à  cette  idée  qu'il  faut  tâcher  de  réduire  celle  du 
mouvement  d'un  corps  qui  pirouette  d'une  manière  quel- 
conque autour  d'un  point  fixe. 

Or  on  fait  voir  que  ce  mouvement,  quel  qu'il  soit,  si 
on  ne  le  regarde  que  durant  un  instant,  n'est  autre  chose 
qu'une  rotation  simple  autour  d'un  certain  axe  passant 
par  le  point  fixe,  et  dont  la  direction  reste  immobile  pen- 
dant cet  instant.  D'où  l'on  conclut  que,  dans  l'instant 
suivant,  c'est  de  même  une  rotation  simple,  mais  autour 
d'un  autre  axe;  et  ain^i  de  suite  d'un  instant  à  l'autre  : 
de  sorte  que  le  mouvement  du  corps  peut  être  considéré 
comme  une  suite  de  ces  rotations  simples  et  dont  chacune 
ne  présente  à  l'esprit  qu'une  idée  nette.  C'est  ainsi  que , 
pour  se  faire  l'idée  du  mouvement  d'un  point  en  ligne 
courbe ,  on  se  représente  ce  point  comme  décrivant  les 
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côtés  successifs  d'un  polygone  infinitésimal  inscrit  à  cette 
courbe.  Et  il  en  est  de  Vaxe  instantané  de  rotation  dans 
le  mouvement  ;des  corps,  comme  de  la  tangente  à  la 
courbe  dans  le  mouvement  du  point  qui  la  décrit. 

Image  sensible  de 'cette  rotation, 

.  Quoique  l'analyse  précédente  soit  exacte ,  et  que  je  me 
sois  efforcé  de  |la  rendre^claire  ,*il  me  semble  que  l'idée 
d'un  corps  tournant  sur  un  axe  qui  varie  sans  cesse  est 
encore  un  peu  obscure  ;  je  veux  dire  qu'on  ne  voit  pas 
bien  ce  qui  arrive  au  corps ,  et  qu'on  a  de  la  peine  à  le 
suivre  dans  cette  espèce  de  rotation  changeante.  Il  faut 
donc  tâcher  d'éclaircir  encore  cette  idée,  et  de  présenter 
à  l'esprit  quelque  image  plus  nette  et  plus  sensible. 

Or  je  fais  voir  de  la  manière  la  plus  simple ,  que  la 
rotation  d'un  corps  sur  un  axe  qui  varie  sans  cesse  de  po- 
sition autour  d'un  même  point  fixe^  n'est  autre  chose  que 
le  mouvement  d'un  certain  cône ,  dont  le  sommet  est  en  ce 
point  y  et  qui  roule  actuellement,  sans  glisser,  sur  la 
surface  d'un  autre^cône  fixe  de  même  sommet. 

Je  veux  dire  que  le  cône  mobile,  considéré  comme  at- 
taché au  corps  et  l'entraînant  avec  soi ,  s'il  vient  à  rouler 
sur  l'autre  cône  qui  est  fixe  dans  l'espace  absolu ,  fera  dé- 
crire à  ce  corps  le  mouvement  précis  dont  on  le  suppose 
animé  ;  que  la  ligne  de  contact  de  ces  deux  cônes  sera  à 
chaque  instant  l'axe  autour  duquel  le  corps  tourne  dans 
cet  instant,  ou  cequejl'on  appelle  Vaxe  instantané  :  d'où 
l'on  voit  comment  cet  axe  est  à  la  fois  mobile  dans  le 
corps  et  dans  l'espace  absolu,  décrivant  dans  l'espace  la 
surface  du  cône^fixe,  et  dans  l'intérieur  du  corps  la  sur- 
face du  cône  mobile  dont  on  vient  de  parler. 
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Tel  est ,  je  crois ,  le  plus  haut  point  de  clarté  où  Ton 
puisse  porter  l'idée  si  complexe  et  si  obscure  du  mouve- 
meul  d'un  corps  qui  tourne  d'une  manière  quelconque 
autour  d'un  centre  fixe.  Il  nV  a  point  de  mouvement  de 
cette  nature  qu'on  ne  puisse  exactement  produire  en  fai- 
sant rouler  un  certain  cône  sur  un  autre  cône  fixe  de 
même  sommet  ;  de  sorte  que  si  l'on  imagine  tous  les  cônes 
possibles  qu'on  ferait  ainsi  rouler  l'un  sur  l'autre ,  on  a 
l'image  fidèle  de  tous  les  mouvements  possibles  dont  un 
corps  soit  capable  autour  d'un  point  sur  lequel  il  a  la 
liberté  de  pirouetter  en  tous  sens. 

Et  même,  s'il  s'agissait  d'un  mouvement  de  rotation 
qui  fut  discontinu ,  c'est-à-dire  où  l'axe  de  rotation ,  au 
lieu  de  varier  de  position  par  degrés  insensibles ,  sauterait 
brusquement  d'une  position  à  la  suivante  par  un  angle 
fini ,  on  pourrait  également  imiter  le  mouvement  du  corps 
en  prenant  y  an  lieu  de  deux  cônes,  deux  pyramides  de 
même  sommet  et  de  faces  respectivement  égales ,  et  fai- 
sant rouler  l'une  sur  l'autre ,  de  manière  que  la  pyramide 
nîobile,  tournant  sur  la  commune  arête,  vînt  appliquer 
Tune  après  l'autre  toutes  ses  différentes  faces  sur  les  faces 
respectivement  égales  de  la  pyramide  fixe. 

Si  le  mouvement  du  corps  est  donné,  il  est  clair  que 
ces  deux  cônes  ou  pyramides  sont  aussi  donnés,  aussi 
bien  que  la  vitesse  angulaire  de  rotation  sur  la  ligne  de 
contact,  et ,  par  conséquent ,  la  vitesse  avec  laquelle  l'axe 
instantané  trace  à  la  fois  les  deux  surfaces  :  et  récipro- 
quement, si  de  ces  différentes  choses  qu'on  peut  consi- 
dérer dans  l'étude  de  ce  mouvement ,  trois  quelconques 
sont  connues,  on  peut  dire  que  la  quatrième  l'est  aussi, 
et  le  mouvement  du  corps  entièrement  déterminé. 

Ainsi,  la  terre  tourne  en  un  jour  sur  son  axe,  tandis 
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que  cet  axe  décrit,  en  sens  contraire,  un  cône  droit,  au- 
tour de  Taxe  de  l'écliptique ,  et  avec  une  vitesse  mesurée 
par  le  mouvement  rétrograde  des  équinoxes ,  et  qui  est 
d'environ  quarante- deux  tierces  centésimales  par  jour  ;  on 
peut  donc  déterminer  dans  la  Terre  le  cône  qui ,  roulant 
sur  le  premier,  et  dans  Tintérieur  de  sa  surface ,  ferait 
décrire  à  la  Terre  le  mouvement  précis  qu'on  y  observe. 
Et  il  est  facile  de  voir  que ,  sur  le  globe ,  la  circonférence 
du  cercle  qui  sert  de  base  à  ce  petit  cône  mobile  est  à 
celle  du  cercle  qui  sert  de  base  au  cône  fixe,  comme  un 
jour  est  au  temps  de  la  révolution  complète  des  équi- 
noxes :  ce  qui  ne  donne  que  quelques  pieds  de  longueur  (*) 
à  la  petite  circonférence  que  le  pôle  instantané  de  rotation 
de  la  Terre  décrit  chaque  jour  à  sa  surface.  (Tout  ceci 
dans  rhypothèse  d'une  précession  diurne  uniforme.) 

Idée  du  mouvement  le  plus  général  que  puisse  avoir  un 
corps  dans  Vespace  absolu. 

De  ridée  simple  d'un  pur  mouvement  de  translation 
qui  emporte  à  chaque  instant  toutes  les  molécules  égales 
du  corps  par  de  petites  lignes  égales  et  parallèles  dans 
l'espace,  et  de  l'idée  simple  de  la  rotation  du  corps  autour 
d'un  axe  qui  reste  immobile  pendant  cet  instant ,  résulte 
l'idée  complexe  du  mouvement  le  plus  général  que  puisse 
avoir  un  corps  dans  l'espace  absolu.  Il  n'y  a  rien  de  plus 
clair  que  cette  résolution  d'un  mouvement  quelconque 
en  deux  autres  que  l'on  conçoit  parfaitement  et  qu'on 
peut  même  considérer  à  part ,  parce  qu'ils  sont  tels  que 
si,  à  chaque  instant,  on  les  exécutait  l'un  après  l'autre, 

(*  )  5  pieds  2  pouces  environ. 
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on  amènerait  chaque  point  du  corps  au  même  lieu  où  il 
arrive  par  son  mouvement  naturel  au  bout  de  Pinstant  que 
Ton  considère. 

Mais  on  pourrait  être  curieux  de  se  faire  une  image  de 
ce  mouvement  réel  et  unique  qui  anime  le  corps,  afin  de 
voir  en  quelque  sorte  la  nature  des  courbes  simultanées 
que  les  différents  points  décrivent,  et  peuvent  réellement 
décrire  ensemble  sans  que  la  figure  du  corps  en  soit 
changée. 

Or,  puisqu'un  mouvement  de  translation  peut  toujours 
être  considéré  comme  un  couple  de  rotations  égales  pa- 
rallèles et  contraires ,  il  s'ensuit  que  le  mouvement  d'un 
corps,  quel  qu'il  soit,  peut  toujours  être  réduit  à  une 
simple  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  un  point  pris 
à  volonté  dans  Tespace ,  et  à  un  certain  couple  de  rota- 
tions dont  le  plan  sera  généralement  incliné  à  cet  axe. 
Mais,  au  lieu  de  prendre  le  pointa  volonté,  on  peut  tou- 
jours le  choisir  de  manière  que  le  plan  du  couple  soit  per- 
pendiculaire à  la  direction  de  Taxe  de  la  rotation  simple  ; 
et  alors  tout  le  mouvement  est  réduit  à  une  rotation  sur 
un  certain  axe  déterminé  et  à  une  translation  le  long  de 
cet  axe.  D'où  il  résulte  que  ce  mouvement  est  exactement 
le  même  que  celui  d'une  vis  qui  tourne  dans  son  écrou. 
Tous  les  points  du  corps  décrivent  donc ,  sur  des  cylindres 
concentriques,  de  petits  arcs  d'hélices  qui  ont  toutes 
le  même  pas.  Dans  l'instant  suivant,  c'est  une  autre  vis 
d'un  autre  axe  et  d'un  pas  différent  ;  et  ainsi  de  suite.  D'où 
l'on  voit  comment  se  forment  les  courbes  simultanées  que 
tous  ces  points  décrivent  dans  l'espace,  et  le  long  des- 
quelles ils  se  meuvent  comme  dans  autant  de  canaux 
curvilignes  où  ils  seraient  enfermés. 

Quelquefois  le  pas  de  cette  vis  est  nul,  et  alors  tout  le 
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mouvement  se  réduit  à  une  simple  rotation  autour  de  l'axe 
de  cette  vis ,  lequel  devient  ce  qu'on  appelle  un  axe  spon- 
tané de  rotation. 

Mais ,  en  général ,  le  pas  de  la  vis  n^est  pas  nid ,  et  il 
n*y  a  point  d'axe  spontané  proprement  dit  :  c'est-à-dire 
que  dans  le  corps  il  n'y  a  pas  de  ligne  droite  dont  tous  les 
points  demeurent  immobiles  pendant  un  instant.  Mais  il  7 
a  toujours  ce  qu'on  pourrait  nommer  un  axe  spontané 
glissant,  c'est-à-dire  une  suite  de  points  tombant  en  ligne 
droite,  qui  n'ont  d'autre  mouvement  qu'une  simple  trans- 
lation le  long  de  cette  droite. 

Telles  sont  les  notions  les  plus  simples  et  les  images  les 
plus  claires  qu'on  puisse  se  former  du  mouvement  des 
corps.  Le  pur  mouvement  de  translation ,  et  le  pur  mou- 
vement de  rotation  sur  un  axe,  se  conçoivent  d'eux- 
mêmes.  Un  mouvement  quelconque  se  peut  toujours  ré- 
duire, et  cela  d'une  infinité  de  manières,  à  deux  pareils 
mouvements.  Or,  parmi  cette  infinité  de  réductions ,  il  y 
en  a  toujours  une  qui  nous  présente  l'axe  de  la  rotation 
dans  la  direction  même  de  la  translation  :  de  sorte  que  le 
mouvement  le  plus  général  d'un  corps  est  y  comme  on  l'a 
dit,  celui  d'une  certaine  vis  qui  tourne  actuellement  dans 
son  écrou. 

Après  avoir  considéré  le  mouvement  des  corps  en  lui- 
même,  et  sous  un  point  de  vue  purement  géométrique ,  je 
vais  chercher  les  forces  capables  de  le  produire,  afin  de 
voir  réciproquement  quel  est  le  mouvement  que  doit 
prendre  un  corps  en  vertu  de  forces  quelconques  données  : 
ce  qui  est  le  problème  naturel  de  la  Dynamique. 
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Des  forces  capables  d'un  mouvement  donné. 

Quel  que  soit  le  mouvement  d'un  corps ,  il  existe  tou- 
jours des  forces  capables  de  le  produire. 

Car,  dans  le  mouvement  du  corps ,  on  peut  considérer 
chaque  molécule  comme  si  elle  était  en  repos,  mais  animée 
par  une  force  capable  de  lui  donner  la  vitesse  actuelle 
qu'on  lui  suppose.  Donc  Vinfinité  des  forces  semblables , 
appliquées  individuellement  à  toutes  les  molécules  égales 
du  corps ,  sont  capables  d'y  produire  le  mouvement  qu'on 
j  observe;  et  cela  même  d'une  manière  spontanée,  je 
veux  dire  quand  bien  même  ces  molécules  ne  seraient  pas 
liées  entre^ elles ,  et,  par  conséquent,  sans  exciter,  dans  les 
liens  qui  les  unissent,  aucune  traction  brusque  qui  tendit 
à  les  rompre. 

Telles  sont  les  forces  élémentaires  capables  d'un  mouve- 
ment donné  sur  un  système  de  molécules  libres ,  ou  liées 
entre  elles  comme  on  voudra. 

Mais  si  ces  molécules  forment ,  comme  je  le  suppose 
ici,  un  système  invariable  de  figure,  il  sera  permis  de 
composer  entre  elles  toutes  ces  forces  élémentaires,  et  de 
les  remplacer  ainsi,  par  une  seule  force  et  un  seul  couple, 
lesquels  seront  également  capables  du  mouvement  donné 
sur  le  corps  solide  dont  il  s'agit. 

Voyons  donc  quelle  esl  cette  force  et  quel  est  ce  couple 
dont  l'ensemble  répond  à  un  mouvement  donné. 

Et  d'abord,  si  le  corps  n'a  dans  l'espace  qu'un  pur 
moui^ement  de  translation ,  de  manière  que  toutes  les  mo- 
lécules égales  aient  des  vitesses  égales,  parallèles  et  de 
même  sens,  il  est  manifeste  que  toutes  les  forces  élémen- 
taires capables  de  produire  ces  vitesses  sont  aussi  égales, 
parallèles  et  oc  même  sens,  et ,  par  conséquent,  réductibles 
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à  une  seule  force  parallèle  et  de  même  sens ,  égale  à  leur 
somme,  et  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  du  corps. 
D'où  Ton  voit,  réciproquement,  que  Veffet  dt  une  force 
quelconque  appliquée  comme  on  voudra  au  centre  de  gra- 
vité d'un  corps ,  est  d'en  transporter  toutes  les  parties  dans 
sa  propre  direction ,  et  avec  une  vitesse  mesurée  par  la 
grandeur  de  cette  force  divisée  par  la  masse  entière  du 
corps.  Ce  qui  est,  pour  ainsi  dire,  évident  de  soi-même. 
En  second  lieu ,  si  le  corps  n'a  qu'un  pur  mouvement  de 
rotation  sur  un  axe  quelconque,  il  est  évident  que  les 
vitesses,  et,  par  conséquent,  les  forces  dont  les  molécules 
sont  individuellement  animées,  sont  toutes  proportion- 
nelles aux  distances  des  molécules  à  cet  axe,  et  de  direc- 
tions tout  à  la  fois  perpendiculaires  à  ces  distances  et  à 
Taxe  dont  il  s'agit.  Or  ces  forces  élémentaires  sont  tou- 
jours réductibles  à  une  seule  et  à  un  couple.  Mais  si  l'axe 
passe  par  le  centre  de  gravité  du  corps ,  la  force  est  nulle, 
et  tout  se  réduit  à  un  couple ,  dont  le  plan  est  en  général 
incliné  à  cet  axe.  Si,  de  plus,  l'axe  est  un  de  ces  trois  axes 
rectangulaires  qui  existent  dans  tous  les  corps ,  et  qu'on 
appelle  les  trois  axes  principaux ,  on  trouve  que  le  couj>le 
est  perpendiculaire  à  cet  axe,  et  qu'il  a  pour  mesure  le 
produit  de  la  vitesse  angulaire  par  le  moment  d'inertie  du 
corps  autour  de  cet  axe  principal.  D'où  l'on  conclut  réci- 
proquement ,  que  Veffet  d'un  couple  appliqué  sur  un  corps 
dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'un  de  ses  trois  axes  prin- 
cipaux ,  est  défaire  tourner  le  corps  sur  cet  axe  lui-même, 
avec  une  vitesse  angulaire  égale  au  moment  du  couple 
divisé  par  le  moment  (l'inertie  du  corps  autour  de  cet 
axe.  Or  ce  seul  théorème  particulier  donne  sur-le-champ 
l'effet  d'un  couple  appliqué  sur  un  corps  dans  tel  plan 
qu'on  voudra. 

335.. 
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Et ,  en  effet ,  quel  que  soit  ce  couple,  on  peut  toujours  le 
décomposer  en  trois  autres  respectivement  perpendicu- 
laires aux  trois  axes  principaux  du  corps  ;  et  divisant  cha- 
cun d'eux  par  le  moment  d'inertie  relatif  à  son  axe,  on 
aura  les  trois  vitesses  angulaires  respectives  avec  lesquelles 
ces  trois  couples  tendraient  à  faire  tourner  sur  leurs  axes. 
Si  donc ,  à  partir  du  centre  ,  on  porte  sur  ces  directions 
trois  lignes  pour  représenter  à  la  fois  les  axes  et  les  gran- 
deurs de  ces  trois  rotations,  et  qu'on  achève  le  paralléli- 
pîpède ,  on  aura ,  dans  la  diagonale ,  Taxe  et  la  grandeur 
de  la  rotation  à  laquelle  le  couple  proposé  donne  naissance 
au  premier  instant  ;  ce  qui  est ,  comme  on  le  voit ,  de  la 
plus  grande  simplicité. 

Du  mouvement  que  prend  un  corps  en  vertu  de  forces 
quelconques  données. 

Quelles  que  soient  ces  forces,  on  peut  toujours  les  ré- 
duire à  une  seule  passant  par  le  centre  de  gravité  du  corps, 
et  à  un  seul  couple.  Or  l'effet  de  la  force  est  un  pur  mou- 
vement de  translation  suivant  la  direction  même  de  cette 
force ,  et  l'effet  du  couple  est  d'imprimer  au  corps  une  rota- 
tion autour  d'un  certain  axe  passant  par  le  centre  de  gra- 
vité ,  et  dont  la  direction  est  déterminée  par  ce  qu'on  vient 
de  dire  tout  à  l'heure. 

Mais  on  peut  avoir  une  expression  bien  plus  claire  de 
ce  qui  regarde  la  direction  que  prend  l'axe  instantané  par 
rapport  au  plan  du  couple  qui  lui  donne  naissance;  et 
c'est  ce  que  l'on  va  voir  dans  l'article  suivant. 

De  l'ellipsoïde  central  des  corps. 

Si  l'on  observe  que  les  trois  composants  du  couple 
proposé  donnent  trois  rotations  qui  sont  proportionnelles 
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à  ces  couples  et  réciproques  aux  moments  d^inertie  autour 
des  trois  axes,  on  reconnaît,  par  la  Géométrie,  que  Taxe  de 
la  rotation  résultante  se  dirige  suivant  le  diamètre  qui  se- 
rait conjugué  au  plan  du. couple  dans  un  ellipsoïde  dont  les 
axes  seraient  de  longueurs  réciproques  aux  racines  carrées 
des  moments  dlnertie  du  corps  autour  des  mêmes  axes. 

J'imagine  donc  qu'autour  du  centre  de  gravité  du  corps, 
et  sur  les  directions  de  ces  trois  axes  principaux  y  on 
construise  un  ellipsoïde  avec  des  axes  dont  les  carrés 
soient  réciproques  aux  trois  moments  d'inertie  du  corps 
autour  des  mêmes  axes  ;  et  j'observe  en  passant  que  cet 
ellipsoïde  jouira,  dans  toute  son  étendue,  de  cette  pro- 
priété remarquable,  que  le  moment  d'inertie  du  corps 
autour  de  l'un  quelconque  de  ces  diamètres  y  sera  réci- 
proque au  carré  de  la  longueur  de  ce  diamètre. 

Or,  quelles  que  soient  la  figure  et  la  constitution  d'un 
corps,  il  y  a  toujours  dans  ce  corps  un  centre  de  gravité 
et  trois  axes  principaux  aussi  nettement  déterminés  que 
dans  le  corps  le  plus  homogène  et  le  plus  régulier.  On 
peut  donc  toujours  y  concevoir  décrit  un  ellipsoïde  tel 
que  je  viens  de  le  délinir,  et  qui  a  ce  triple  avantage  :  de 
mettre  à  la  fois  sous  nos  yeux  le  centre  et  les  axes  princi- 
paux du  corps;  de  nous  donner  tous  les  moments  d'inertie 
qu'on  pourrait  avoir  à  considérer,  en  montrant  chacun 
d'eux,  autour  d'un  axe  ou  diamètre  quelconque,  comme 
exprimé  par  une  même  fonction  simple  de  la  longueur  de 
ce  diamètre;  et  enfin,  de  nous  offrir  une  expression  facile 
de  ce  qui  regarde  la  position  de  l'axe  instantané,  par 
rapport  à  celle  du  couple  d'impulsion.  Or  c'est  cet  ellip- 
soïde ,  dont  la  considération  va  jeter  le  plus  grand  jour 
sur  la  théorie  de  la  rotation  des  corps,  que  je  nommerai 
désormais  Vellipsoùle  central. 
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Expression  claire  du  mouvement  que  prend  un  corps  en 
vertu  d'un  couple  quelconque. 

Supposons  qu'un  corps  en  repos  soit  frappé  par  un 
couple  dans  un  plan  quelconque ,  mené  par  le  centre  de 
gravité ,  et  qu'on  peut  regarder  comme  un  plan  diamé- 
tral de  l'ellipsoïde  central  du  corps  :  on  vient  de  voir  que 
Taxe  instantané  de  la  rotation  à  laquelle  ce  couple  donne 
naissance  n'est  autre  chose  que  le  diamètre  conjugué  au 
plan  de  ce  couple  dans  Tellipsoïde  que  Ton  considère  ;  et 
il  est  clair  d'ailleurs  que  la  vitesse  angulaire  sera  mesurée 
par  le  moment  du  couple  estimé  perpendiculairement  à 
ce  diamètre,  et  divisé  par  le  moment  d'inertie  du  corps 
autour  du  même  diamètre. 

Comme  un  couple  peut  toujours  être  transporté  dans 
un  plan  quelconque  parallèle  au  sien  sans  que  son  effet 
sur  le  corps  en  soit  changé ,  on  peut  toujours  supposer 
que  le  plan  du  couple  d'impulsion ,  au  lieu  d'être  conduit 
par  le  centre ,  soit  mené  tangent  à  la  surface  de  notre 
ellipsoïde;  et  alors  on  peut  dire  : 

Que  si  un  corps  est  frappe  par  un  couple  situé  dans  un 
plan  quelconque  tangent  à  l'ellipsoïde  central  dt  ce  corps, 
le  pôle  instantané  de  la  rotation  à  laquelle  ce  couple 
donne  naissance  est  précisément  au  point  de  contact. 

Et  réciproquement ,  que  si  un  corps  tourne  sur  un  dia- 
mètre quelconque  de  son  ellipsoïde  central,  le  couple 
actuel  qui  l'anime  est  dans  le  plan  tangent  au  pôle. 

Ce  qui  nous  paraît  un  des  théorèmes  les  plus  élégants 
qu'on  puisse  offrir  en  Dynamique  sur  la  théorie  si  diffi- 
cile et  si  obscure  de  la  rotation  des  corps. 

On  voit  toutes  les  conséquences  claires  et  faciles  qui 
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découlent  de  cette  lumineuse  proposition  :  mais  je  ne  veux 
point  ici  m'y  arrêtée;  il  faut  que  j'avance,  et  que,  par  le 
seul  raisonnement,  j'arrive  de  suite  à  la  solution  com- 
plète du  problème  qu'on  se  propose  :  car  il  ne  s'agit  pas 
seulement  de  déterminer  la  rotation  du  corps  au  premier 
instant,  mais  de  voir  encore  comment  celte  rotation 
change  d'un  instant  à  l'autre,  et  de  peindre,  pour  ainsi 
dire,  le  mouvement  du  corps  dans  toute  la  suite  de  son 
cours. 


II. 
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Et  d'abord,  il  est  clair  que  cet  axe  de  rotation  que  l'on 
nomme  instantané  n'est,  en  effet,  immobile  qu'un  instant; 
car  de  la  rotation  même  qu'on  suppose  autour  de  cet  axe 
naissent ,  pour  toutes  les  molécules  égales  du  cor[)s ,  des 
forces  centrifuges  proportionnelles  aux  rayons  des  cercles 
que  ces  molécules  tendent  à  décrire,  et  dirigées  suivant 
ces  rayons.  Or  Taxe  dont  il  s'agit  n'étant  point,  par  hy- 
pothèse ,  un  axe  principal  du  corps,  ces  forces  centrifuges 
ne  se  font  point  équilibre  entre  elles.  Transportées  paral- 
lèlement à  elles-mêmes  au  centre  de  gravité ,  elles  donnent 
bien  une  résultante  qui  est  nulle,  mais  leur  couple  ré- 
sultant ne  l'est  point.  Il  provient  donc  de  la  rotation 
même  du  corps  un  couple  accélérateur  Aont  Y nKori^  à 
chaque  instant,  imprime  à  ce  corps  une  rotation  infini- 
ment petite ,  laquelle  se  compose  avec  la  rotation  actuelle 
«(ui  l'anime,  et  fait  ainsi  varier  l'axe  et  la  grandeur  «le 
cette  rotation. 

Pour  étudier  lo  mouvement  du   corps,  il  faut  donc 
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commencer  par  chercher  ce  couple  accélérateur  qui  pro- 
vient des  forces  centrifuges.  Or  il  est  très-facile  de  voir 
directement,  ou  de  conclure  du  principe  général  de  la 
conservation  des  couples ,  que  si  Ton  considère  deux  lignes, 
dont  Tune  représente  Taxe  et  la  grandeur  du  couple  d'im- 
pulsion ,  et  Tautre  Taxe  et  la  grandeur  de  la  rotation  in- 
stantanée ,  le  couple  accélérateur  dû  aux  forces  centrifuges 
est  toujours  représenté,  et  pour  son  plan,  et  pour  sa  quan- 
tité, par  la  surface  du  parallélogramme  construit  sur  les 
deux  lignes  dont  il  s'agit  :  théorème  simple  et  remarquable, 
qui  renferme  à  lui  seul  toute  la  théorie  de  la  rotation  des 
corps,  et  qui,  traduit  en  analyse,  donne  sur-le-champ 
les  trois  équations  si  élégantes  que  Ton  doit  à  Euler ,  mais 
qu'on  ne  démontre  ordinairement  que  par  de  longs  circuits 
de  formules  algébriques. 

Le  couple  accélérateur ,  né  des  forces  centrifuges ,  étant 
donc  toujours  situé  dans  le  plan  conduit  par  Taxe  instan- 
tané et  Taxe  du  couple  d'impulsion ,  la  droite  sur  laquelle 
il  tend  à  faire  tourner  le  corps  n'est  autre  chose  que  le 
diamètre  conjugué  au  plan  de  ces  deux  axes;  et,  par 
conséquent ,  c'est  le  diamètre  qui  est  à  la  fois  conjugué  à 
l'axe  instantané  et  à  sa  projection  sur  le  plan  du  couple. 
D'oij  je  conclus  d'abord  que  l'aûre  sur  lequel  les  forces 
centrifuges  font  tourner  est  toujours  situé  dans  le  plan 
même  du  couple  d'impulsion . 

Donc ,  si  l'on  prend  deux  lignes  dont  l'une  représente 
celte  rotation  infiniment  petite,  l'autre  la  rotation  actuelle, 
et  qu'on  achève  le  parallélogramme,  afin  d'avoir,  dans  la 
diagonale ,  la  ligne  qui  représente  la  rotation  au  bout  d!un 
instant,  il  est  clair  que  l'extrémité  de  cette  diagonale  reste 
toujours  k  la  même  hauteur  au-dessus  du  plan  du  couple. 
D'où  l'on  tire  sur-le-champ  ces  deux  corollaires:  le  pre- 
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mier ,  c'est  que ,  dans  tout  le  cours  du  mouvement  y  la  vitesse 
angulaire  est  proportionnelle  h  la  longueur  même  du  rayon 
qui  vadu  centre  au  pôle  instantané  sur  la  surface  de  /W- 
lipsoïde  central  ;  le  second ,  c'est  que  le  plan  du  couple  ^ 
considéré  sans  cesse  comme  tangent  au  pôle ,  reste  toujours 
à  la  même  distance  du  centre  de  cet  ellipsoïde. 

Mais  ce  centre  est  immobile  dans  l'espace  absolu ,  et  le 
plan  du  couple  toujours  parallèle  à  lui-même  :  donc  ce 
plan ,  qui  touche  sans  cesse  l'ellipsoïde  central  au  pôle 
instantané  de  rotation ,  est  toujours  un  seul  et  même  plan 
fixe  dans  l'espace  absolu. 

Donc  le  mouvement  du  corps,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  le  mouvement  de  l'ellipsoïde  central,  est  dételle 
nature ,  que  cet  ellipsoïde  reste  en  contact  avec  un  même 
plan  fixe  dans  l'espace  absolu;  qu'il  tourne  à  chaque 
instant  sur  le  rayon  vecteur  qui  va  du  centre  au  point  de 
contact ,  et  qu'il  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  propor- 
tionnelle à  la  longueur  même  de  ce  rayon. 

Cet  ellipsoïde  ne  fait  donc  que  rouler,  sans  glisser,  sur 
le  plan  fixe  que  l'on  considère:  car,  comme  tout  son 
mouvement  consiste  à  tourner  pendant  un  instant  sur  la 
ligne  menée  du  centre  au  point  de  contact,  l'ellipsoïde 
amène,  au  bout  de  cet  instant ,  un  nouveau  point  de  sa 
surface  en  contact  avec  ce  plan  ;  et  ce  nouveau  point ,  qui 
devient  le  pôle  de  la  rotation  pour  l'instant  suivant,  reste 
à  son  tour  immobile  pendant  cet  instant  ;  et  ainsi  de  suite 
à  l'infini.  D'où  il  est  manifeste  qu'aucun  de  ces  points  par 
lesquels  l'ellipsoïde  vient  se  mettre  en  contact  avec  le  plan 
fixe  ne  peut  jamais  glisser  sur  ce  même  plan. 

Telle  est  donc  l'idée  claire  et  nouvelle  qu'on  peut  se 
former  du  mouvement  si  complique  et  si  obscur  d'un 
corps  de  figure  quelconque  qui  tourne  librement ,  soit 
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autour  de  son  centre  de  gravité ,  soit  autour  d*un  point 

fixe  quelconque,  en  vertu  d'un  couple  dont  il  a   reçu 

primitivement  Timpulsion  dans    tel   plan  donné  qu'on 

voudra. 

«  Considérez  le  centre  de  gravité  du  corps,  ou,  si  le 
w  corps  n'est  pas  libre ,  le  point  fixe  qui  fait  le  centre  de 
»  sa  rotation.  Autour  de  ce  point,  et  sur  les  directions 
»  des  trois  sytes  principaux  d'inertie  qui  s'y  rapportent, 
»  imaginez  un  ellipsoïde  construit  avec  trois  axes  de  lon- 
»  gueurs  réciproques  aux  bras  de  l'inertie  du  corps  au- 
»)  tour  des  mêmes  axes,  et  faites  maintenant  abstraction 
»  de  la  figure  du  corps  pour  n'y  plus  voir  que  celle 
»   de  cet  ellipsoïde  que  j'ai  nommé  Vellipsoï.de  central. 

»  Si  vous  supposez  que  cet  ellipsoïde ,  dont  le  centre 
»)  est  retenu  immobile  au  même  point  de  l'espace,  roule 
»  sans  glisser  sur  un  plan  fixe  avec  lequel  on  Ta  mis  en 
»  contact,  vous  aurez  la  représentation  exacte  du  mou- 
w  vement  géométrique  que  suit  le  corps  en  vertu  du  cou- 
»  pie  qui  l'a  frappé  dans  le  plan  fixe  que  l'on  considère  ; 
»  et  si  vous  ajoutez  que  la  vitesse  angulaire  avec  laquelle 
»  il  tourne  à  chaque  instant  sur  le  rayon  mené  du  centre 
»  au  point  de  contact  est  proportionnelle  à  la  longueur 
»>  même  de  ce  rayon ,  vous  aurez  à  la  fois  le  mouvement 
»  géométrique  et  dynamique  de  ce  corps  :  c'est-à-dire 
»  que  vous  verrez  avec  clarté,  non-seulement  la  suite 
»  continue  des  lieux  que  le  corps  doit  venir  occuper, 
»  mais  encore  la  proportion  des  temps  qu'il  met  à  les 
»  parcourir.  Ce  qui  est  l'idée  complète  du  mouvement 
»  du  corps  considéré  dans  le  cours  infini  de  sa  rotation.  » 
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Réflexion  générale. 

Nous  voilà  donc  conduits  par  le  seul  raisonnement  à  une 
idée  claire  que  les  jçéomètres  n'ont  pu  tirer  des  formules 
de  l'analyse.  C'est  un  nouvel  exemple  qui  montre  l'avantage 
(le  cette  méthode  simple  et  naturelle  de  considérer  les 
choses  en  elles-mêmes,  et  sans  les  perdre  de  vue  dans  le 
cours  du  raisonnement  ;  car,  si  Ton  se  contente,,  comme 
on  le  fait  d'ordinaire-,  de  traduire  les  problèmes  en  équa- 
tions ,  et  qu'on  s'en  rapporte  ensuite  aux  transformations 
du  calcul  pour  mettre  au  jour  la  solution  qu'on  a  en  vue , 
on  trouvera  le  plus  souvent  que  cette  solution  est  encore 
plus  cachée  dans  ces  symboles  analytiques,  qu'elle  ne 
l'était  dans  la  nature  même  de  la  question  proposée.  Ce 
n'est  donc  point  dans  le  calcul  que  réside  cet  art  qui  nous 
fait  découvrir,  mais  dans  cette  considération  attentive  des 
choses,  oïl  l'esprit  cherche  avant  tout  à  s'en  faire  une 
idée,  en  essayant,  par  l'analyse  proprement  dite,  de  les 
décomposer  en  d'autres  plus  simples,  afin  de  les  revoir 
ensuite  comme  si  elles  étaient  formées  par  la  réunion  de 
ces  choses  simples  dont  il  a  une  pleine  connaissance.  Ce 
n'est  pas  que  les  choses  soient  composées  de  celte  manièix?,. 
mais  c'est  notre  seule  manière  de  les  voir,  de  nous  en. 
faire  une  idée,  et  partant  de  les  connaître.  Ainsi,  notre 
vraie  méthode  n'est  que  cet  heureux  mélange  de  l'analyse 
et  de  la  synthèse,  où  le  calcul  n'est  employé  que  comme 
un  instrument  :  instrument  précieux  et  nécessaire  sans 
doute,  parce  qu'il  assure  et  facilite  notre  marche,  mais 
qui  n'a  par  lui-même  aucune  vertu  propre  ;  qui  ne  dirige 
point  l'esprit,  mais  que  l'esprit  doit  diriger  comme  tout 
autre  instrumenl. 
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Ce  qui  a  pu  faire  illusion  à  quelques  esprits  sur  cette 
espèce  de  force  qu'ils  supposent  aux  formules  de  l'analyse, 
c'est  qu'on  en  retire ,  avec  assez  de  facilité ,  des  vérités 
déjà  connues,  et  qu'on  y  a,  pour  ainsi  dire,  soi-même 
introduites  ;  et  il  semble  alors  que  l'analyse  nous  donne  ce 
qu'elle  ne  fait  que  nous  rendre  dans  un  autre  langage. 
Quand  un  théorème  est  connu ,  on  n'a  qu'à  l'exprimer  par 
des  équations  :  si  le  théorème  est  vrai,  chacune  d'elles  ne 
peut  manquer  d'être  exacte ,  aussi  bien  que  les  transfor- 
mées qu'on  en  peut  déduire;  et  si  l'on  arrive  ainsi  à 
quelque  formule  évidente  ou  bien  établie  d'ailleurs ,  on 
n'a  qu'à  prendre  cette  expression  comme  un  point  de  dé- 
part, à  revenir  sur  ses  pas,  et  le  calcul  seul  paraît  avoir 
conduit  comme  de  lui-même  au  théorème  dont  il  s'agit. 
Mais  c'est  en  cela  que  le  lecteur  est  trompé.  Ainsi,  pour 
prendre  un  exemple  dans  la  question  même  qui  fait  l'objet 
de  ce  Mémoire,  il  est  bien  clair  qu'aujourd'hui  rien  ne 
serait  plus  aisé  que  de  retrouver  nos  idées  dans  les  expres- 
sions analytiques  d'Euler  ou  de  Lagrange,  et  même  de  les 
en  dégager  avec  un  air  de  facilité  qui  ferait  croire  que  ces 
foripules  devaient  les  produire  spontanément.  Cependant, 
comme  ces  idées  ont  échappé  jusqu'ici  à  tant  de  géomètres 
qui  ont  transformé  ces  formules  de  tant  de  manières,  il 
faut  convenir  que  cette  analyse  ne  les  donnait  point  y 
puisque,  pour  les  y  voir,  il  aura  fallu  attendre  qu'un  autre 
y  parvînt  par  une  voie  toute  différente. 

Nous  aurions  bien  d'autres  réflexions  à  faire  et  de  plus 
grands  exemples  à  produire ,  si  nous  voulions  montrer, 
d'une  part ,  tout  ce  que  l'esprit  doit  de  lumière  à  cette 
méthode  naturelle ,  telle  que  je  l'ai  définie  plus  haut  et  qui 
constitue  notre  véritable  analyse  ;  et  de  l'autre,  le  peu  de 
vérités  nouvelles  qu'on  a  su  tirer  de  ces  formules  analy 
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tiques  où  l'on  croit  enfermer  une  question ,  et  quelquefois 
raérae  une  science  tout  entière.  Sans  doute  la  science  y 
est  contenue,  comme  elle  le  serait  dans  tout  autre  prin- 
cipe énoncé  en  termes  généraux  ;  mais  la  difficulté  reste  de 
Ten  faire  sortir,  et  cette  difficulté  n*en  devient-elle  pas 
plus  grande?  Et,  par  exemple,  ne  faut-il  pas  déjà  con- 
naître et  la  Mécanique  et  les  artifices  du  calcul ,  pour  tirer 
de  la  seule  formule  générale  des  vitesses  virtuelles  ,  je  ne 
dis  pas  quelque  nouveau  théorème  (ce  dont  je  ne  vois 
guère  d'exemples) ,  mais  seulement  les  propositions  parti- 
culières qui  nous  sont  le  mieux  connues  ?  La  traduction 
n'est-elle  pas  ici  plus  difficile  que  le  texte  lui-même,  je 
veux  dire  que  la  considération  immédiate  des  choses  que 
Ton  veut  étudier?  L'illustre  auteur  qui  a  voulu  transfor- 
mer la  Mécanique  en  une  question  de  calcul  a  sans  doute 
rempli  son  objet  avec  toute  la  clarté  et  toute  l'élégance 
qu'on  en  pouvait  attendre.  Mais  si  la  véritable  analyse 
brille  quelque  part  dans  la  Mécanique  analjrtique,  j'oserai 
dire  que  c'est  bien  moins  dans  ces  calculs  que  l'auteur  range 
avec  tant  d'ordre  et  de  symétrie ,  que  dans  ces  courts  pas- 
sages où  il  rapproche  les  méthodes,  et  dans  ces  admirables 
préfaces  qu'il  a  placées  à  la  tête  des  différents  livres  de  son 
ouvrage,  où  il  examine  et  discute  les  principes  fondamen- 
taux de  la  science ,  et  fait  l'histoire  instructive  du  mouve- 
ment de  l'esprit  humain  dans  cette  suite  délicate  d'idées 
fines  et  de  solutions  ingénieuses  qui  ont  peu  à  peu  formé 
la  Mécanique.  C'est  par  là  surtout  que  ce  bel  ouvrage 
pourra  servir  aux  progrès  ultérieurs  de  l'esprit,  en  lui 
montrant  la  route  qu'il  a  suivie ,  et  qui  est  encore  la  route 
où  il  doit  continuer  de  marcher.  Car,  encore  une  fois, 
gardons-nous  de  croire  qu'une  science  soit  faite  quand 
on  l'a  réduite  à  des  formules  analytiques.  Rien  ne  nous 
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dispense  d*étudier  les  choses  en  elles-mêmes ,  et  de  nous 
bien  rendre  compte  des  idées  qui  font  l'objet  de  nos  spé- 
culations. N'oublions  point  que  les  résultats  de  nos  calculs 
ont  presque  toujours  besoin  d'être  vérifiés  d'un  autre  côté, 
par  quelque  raisonnement  simple ,  ou  par  Texpérience. 
Que  si  le  calcul  seul  peut  quelquefois  nous  offrir  une  vé- 
rité nouvelle ,  il  ne  faut  pas  croire  que  sur  ce  point  même 
l'esprit  n'ait  plus  rien  à  faire;  mais,  au  contraire^  il  faut 
songer  que ,  cette  vérité  étant  indépendante  des  méthodes 
ou  des  artifices  qui  ont  pu  nous  y  conduire,  il  existe  cer- 
tainement quelque  démonstration  simple  qui  pourrait  la 
porter  à  l'évidence  ;  ce  qui  doit  être  le  grand  objet  et  le 
dernier  résultat  de  la  science  mathématique. 

Qu'on  me  pardonne  ces  réflexions,  que  je  fais,  j'ose  le 
dire,  dans  Tunique  intérêt  de  la  science.  Je  connais  le  ca- 
ractère propre  et  distinctif  de  l'analyse  algébrique,  et  je 
pourrais  même  dire  avec  précision  en  quoi  cet  art  a  pu 
perfectionner  la  logique  ordinaire  du  discours  ;  je  sais  tout 
ce  que  les  bons  esprits  doivent  au  calcul ,  mais  je  tâche 
d'éclairer  ceux  qui  se  trompent  sur  la  nature  de  cet  instru- 
ment, et  en  même  temps  de  prévenir  l'abus  que  d'autres 
en  peuvent  faire  en  profitant  de  cette  illusion  même.  Car, 
sitôt  qu'un  auteur  ingénieux  a  su  parvenir  à  quelque  vé- 
rité nouvelle,  n'esl-il  pas  à  craindre  que  le  calculateur  le 
plus  stérile  ne  s'empresse  d'aller  vite  la  rechercher  dans  ses 
formules,  comme  pour  la  découvrir  une  seconde  fois,  et  à  ^ 
manière,  qu'il  dit  être  la  bonne  et  la  véritable  ;  de  telle  sorte 
qu'on  ne  s'en  croie  plus  redevable  qu'à  son  analyse,  et  que 
l'auteur  lui-même,  quelquefois  peu  exercé,  ou  même 
étranger  à  ce  langage  et  à  ces  symboles ,  sous  lesquels  on 
lui  dérobe  ses  idées ,  ose  à  peine  réclamer  ce  qui  lui  ap» 
partient,  et  se  retire  presque  confus,  comme  s'il  avait  mal 
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ioTenté  ce  qu'il  a  si  bien  découvert  ?  Singulier  artifice  y 
que  je  n'ai  pas  besoin  de  caractériser  davantage,  mais 
qu'il  est  bon  de  signaler  comme  un  des  plus  nuisibles  aux 
progrès  des  sciences ,  parce  qu'il  est  sans  contredit  un  des 
plus  propres  à  décourager  les  inventeurs  ! 

Mais  je  n'étendrai  pas  plus  loin  ces  réflexions  :  et  si  le 
peu  qu'on  a  dit  est  assez  sensible  par  les  exemples  qui 
précèdent ,  on  les  verra  se  confirmer  encore  par  ceux  qui 
pourront  suivre. 


m. 


DEVELOPPEMENT    DE    LA    SOLUTION. 

Des  deux  courbes  que  le  pôle  instantané  de  rotation  décrit 
à  la  fois  dans  le  corps  et  dans  l* espace. 

Dans  cette  image  si  claire  que  nous  avons  donnée  de  la 
rotation  des  corps,  on  voit  sur-le-champ  toutes  les  cir- 
constances et  toutes  les  variétés  que  ce  mouvement  peut 
offrir,  et  Ton  est  conduit  comme  par  la  main  aux  opéra- 
tions et  aux  calculs  qu'il  faut  faire ,  si  Ton  veut  en  mesurer 
toutes  les  différentes  affections. 

Et  d'abord ,  cette  suite  de  points  par  lesquels  Tellipsoïde 
central  du  corps  vient  se  mettre  en  contact  avec  le  plaa 
fixe  du  couple  d'impulsion  ^  étant  considérée  sur  la  surface 
de  Tellipsoïde,  y  marque  la  route  du  pôle  instantané 
dans  l'intérieur  du  corps  ;  et  ces  mêmes  points,  étant  consi- 
dérés sur  le  plan  ûxe^  y  marquent  sa  route  dans  l'espace 
absolu.  On  peut  donc  déterminer  sur-le-champ  ces  deux 
lignes  courbes,  et  les  considérer  comme  les  bases  de  deux 
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surfaces  coniques  de  même  sommet ,  dont  Tune ,  mobile 
avec  le  corps ,  roulant  sur  l'autre  qui  est  fixe  dans  l'espace 
absolu ,  donnerait  à  ce  corps  le  mouvement  précis  qui 
ranime. 

Pour  trouver  la  première  courbe ,  il  n'y  a  donc  qu'à 
chercher  la  suite  des  points  où  l'ellipsoïde  serait  touché 
par  un  plan  mobile  qui  resterait  toujours  à  la  même  dis- 
tance du  centre  de  cet  ellipsoïde  ;  ou ,  ce  qui  est  la  même 
chose ,  qui  toucherait  à  la  fois  cet  ellipsoïde  et  une  sphère 
concentrique  d'un  rayon  égal  à  la  distance  donnée. 

Tandis  que  ce  plan  trace  sur  l'ellipsoïde  la  route  du 
pôle  instantané,  on  pourrait  remarquer  qu'il  trace  sur  la 
sphère  la  route  que  le  pôle  du  couple ,  qui  est  fixe  dans 
l'espace ,  paraît  décrire  dans  l'intérieur  du  mobile  ;  c'est 
une  autre  courbe  du  même  genre  et  que  nous  aurons  aussi 
l'occasion  de  considérer. 

Mais ,  pour  ne  parler  ici  que  de  la  première ,  on  voit 
donc  que  cette  courbe  est  un  orbe  fermé,  à  double  cour- 
bure, qui  a,  comme  l'ellipse,  quatre  sommets  principaux 
où  elle  est  divisée  en  quatre  parties  égales  et  symétriques  ; 
espèce  de  roue  elliptique  dont  l'axe  ou  Vessieu  est  tou- 
jours ,  ou  le  rayon  majeur,  ou  le  rayon  mineur  de  l'el- 
lipsoïde central ,  selon  que  le  rayon  de  la  sphère  est  donné 
plus  grand  ou  plus  petit  que  le  rayon  moyen  de  cet 
ellipsoïde.  Cet  orbe  à  double  courbure  se  projette  en 
une  ellipse  entière  sur  le  plan  perpendiculaire  à  celui  des 
deux  axes  qui  lui  sert  d'essieu ,  en  un  arc  d'ellipse  sur 
l'autre  plan,  et  toujours  en  un  arc  d'hyperbole  sur  le 
plan  perpendiculaire  à  Vaxe  moyen. 

Les  quatre  sommets  de  cet  orbe  sont  les  points  où  le 
rayon  vecteur,  et ,  par  conséquent,  la  vitesse  angulaire  de 
rotation,  atteint  ses  valeurs  maxima  ou  minima ;  et  l'on 
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peut  remarquer  que  le  maximum  a  toujours  lieu  quand  le 
pôle  instantané  passe  aux  deux  sommets  qui  tombent  dans 
le  plan  principal  moyen  de  Tellipsoïde  ;  et  le  minimum , 
quand  il  passe  aux  deux  autres  sommets  de  la  courbe. 

La  seconde  courbe ,  pouvant  être  considérée  comme 
tracée  par  celle-ci  qu'on  ferait  rouler,  autour  du  centre , 
sur  le  plan  fixe  du  couple ,  est  donc  une  courbe  plane; 
qui  circule  autour  de  la  projection  de  ce  centre,  en  for- 
mant des  ondes  égales  et  régulières ,  correspondantes  aux 
arcs  égaux  et  symétriques  de  l'orbite  roulante  qui  la  pro- 
duit :  c'est  une  espèce  de  courbe  circulaire,  mais  d'un 
rayon  variable  et  périodique ,  et  qui  serpente  ainsi  à  Tin- 
fini  entre  deux  cercles  concentriques  dont  elle  va  toucher 
alternativement  Tune  et  l'autre  circonférence. 

Si  l'angle  au  centre ,  qui  répond  à  deux  sommets  consé- 
cutifs de  ces  ondes équidistan tes,  est  commensurable  avec 
quatre  angles  droits,  la  courbe  se  ferme  après  un  certain 
nombre  de  révolutions;  et  le  pôle  instantané  qui  la  décrit 
revient  au  même  lieu  et  dans  le  corps  et  dans  l'espace  tout 
à  la  fois.  Mais,  dans  le  cas  contraire ,  la  courbe  ne  se  ferme 
point,  et  le  pôle ,  qui  revient  toujours  périodiquement  au 
même  lieu  dans  le  corps ,  ne  peut  jamais  revenir  en  même 
temps  au  même  lieu  dans  l'espace. 

Telles  sont  les  deux  courbes  décrites  par  le  pôle  instan- 
tané, l'une  dans  l'intérieur  du  corps,  et  l'autre  dans  l'es- 
pace absolu.  Et  quoique  ces  courbes  soient  de  formes  si 
différentes,  comme  c'est  un  seul  et  même  point  qui  décrit 
à  la  fois  l'une  et  l'autre,  leurs  équations  prises  entre  le 
rayon  vecteur  et  la  longueur  de  l'arc  décrit  sont  exacte- 
ment une  seule  et  même  équation. 

Le  cône  roulant,  à  la  surface  duquel  la  première  courbe 
sert  de  base ,  est  simplement  un  cône  droit  du  second  degré; 
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mais  le  cône  fixe  sur  lequel  il  roule  est  un  cône  transcen- 
dant dont  la  surface  ondule  à  Tinfini  autour  de  l'axe  fixe 
du  couple  :  c'est  aussi  une  espèce  de  cône  droit  et  cir- 
culaire, mais  dont  la  surface  serait ,  pour  ainsi  dire,  can- 
nelée suivant  le  contour  régulièrement  ondulé  de  la  courbe 
qui  lui  sert  de  base. 

Des  noms  qu'on  pourrait  donner  à  ces  deux  courbes. 

On  sait  qu'un  corps  pesant ,  projeté  comme  on  voudra 
dans  l'espace,  tourne  sur  son  centre  de  gravité,  exacte- 
ment de  la  même  manière  que  s'il  était  libre  de  toute  pe- 
santeur. On  voit  donc  que  les  courbes  remarquables  dont 
il  s'agit  sont  deux  courbes  que  la  nature  nous  offre  à 
chaque  instant  dans  le  mouvement  des  projectiles,  et 
qu'ainsi  chacune  d'elles  mériterait  d'avoir  un  nom ,  aussi 
bien  que  la  courbe  qui  est  décrite  dans  Tespace  par  le 
centre  de  gravité ,  et  qui  s'est  trouvée  la  même  que  la 
section  conique  déjà  nommée  la  parabole, 

le  proposerais  donc  de  donner  à  ces  deux  courbes  le 
nom  àepolodies,  en  appelant  la  première,  qui  est  décrite 
dans  l'intérieur  du  corps,  la  polodie  relative;  et  la  seconde, 
qui  est  décrite  dans  Tespace,  la  polodie  absolue.  Ou,  si 
l'on  aimait  mieux  les  distinguer  par  leur  forme  parti- 
culière ,  on  donnerait  à  la  première  courbe ,  qui  est  un 
orbe  elliptique  et  fermé ,  le  simple  nom  de  polodie;  et  à 
l'autre,  qui  est  plane  et  ondulée,  celui  ^herpolodie,  afin 
de  rappeler,  avec  l'idée  du  pôle  qui  la  décrit ,  la  propriété 
qu'elle  a  de  serpenter  en  circulant  autour  d'un  même 
centre  fixe. 
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Fariétés  que  ces  deux  courbes  peuvent  offrir  dans  certains 
cas  particuliers. 

Ces  deux  courbes  ne  dépendent ,  comme  on  voit ,  que 
de  quatre  données,  savoir  :  les  trois  demi-axes  ou 
rayons  principaux  de  l'ellipsoïde  central ,  lesquels  sont 
toujours  donnés  par  la  nature  du  corps;  et  ensuite  la 
hauteur  du  centre  au-dessus  du  plan  tangent  du  couple, 
laquelle  est  donnée  par  la  direction  du  couple  d'impulsion. 

Cas  singulier  où  la  polodie  devient  une  ellipse,  et  Vherpo- 
lodie  une  spirale. 

Dans  le  cas  singulier  où  cette  hauteur  serait  donnée 
précisément  égale  à  la  longueur  du  rayon  moyen  de  l'el- 
lipsoïde ,  la  polodie  devient  une  ellipse  dont  le  plan  passe 
par  ce  rayon  moyen  ;  et  alors  l'herpolodie  devient  une 
spirale,  laquelle ,  considérée  dans  toute  son  étendue ,  est 
en  quelque  sorte  une  spirale  double;  je  veux  dire  qu'elle 
a  un  sommet,  à  gauche  et  à  droite  duquel  elle  jette  deux 
branches  égales  qui  vont  en  sens  contraires  tourner  en 
spirales  autour  d'un  même  centre  fixe  :  centre  dont  elles 
s'approchent  sans  cesse ,  et  de  plus  près  que  tout  ce  qu'on 
voudra ,  comme  d'un  point  asymptotique  qu'elles  ne  peu- 
vent jamais  atteindre.  Dans  ce  cas  singulier  du  mouvement 
des  corps ,  le  pôle  instantané  de  la  rotation  est  donc  un 
point  toujours  nouveau  et  dans  le  corps  et  dans  l'espace 
absolu ,  quoique  la  longueur  de  la  spirale  décrite  soit  finie 
et  tout  au  plus  égale  à  la  demi-circonférence  de  l'ellipse 
roulante  qui  la  produit. 
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Cas  particuliers  où  elles  se  réduisent  à  un  point. 

Si  la  distance  du  centre  an  plan  tangent  est  donnée 
égale  à  Tun  des  deux  rayons  extrêmes  de  TeHipsoïde; 
comme  cela  ne  peut  arriver  qu'en  un  seul  point  de  la 
surface,  la  polodie  et  Therpolodie  se  réduisent  toutes  deux 
à  un  seul  et  même  point  y  et  le  pôle  instantané  reste  immo- 
bile et  dans  le  corps  et  dans  Tespace  pendant  tout  le  cours 
du  mouvement;  et  la  même  chose  aurait  encore  lieu 
dans  un  cas  unique  (appartenant  au  cas  singulier  qui  pré* 
cède),  celui  où  le  plan  du  C4)uple  serait  donné  tangent  au 
point  précis  qui  fait  le  pôle  moyen  de  Tellipsoïde  central 
du  «corps. 

Cas  particulier  relatif  à  l'espèce  du  corps  y  et  où  les  deux  • 
courbes  deviennent  des  cercles. 

Enfin ,  si  le  corps  est  de  Tespèce  de  ceux  qui  ont  deux 
de  leurs  moments  principaux  d'inertie  égaux  entre  eux, 
auquel  cas  Tellipsoïde  central  est  de  résolution  y  la  polodie 
devient  un  cercle  autour  de  Taxe  de  ce  sphéroïde,  et 
rherpolodie  est  un  autre  cercle  autour  de  Taxe  fixe  du 
couple.  Dans  tous  les  corps  de  cette  espèce,  le  mouve- 
ment est  celui  d'un  cône  droit  à  base  circulaire  qui  roule 
uniformément  sur  un  autre  cône  fixe  également  droit  et 
circulaire.  C'est  un  des  cas  les  plus  simples  du  mouvement 
de  rotation ,  mais  où  il  faut  pourtant  remarquer  q\\e ,  si 
les  circonférences  des  deux  cercles  dont  il  s'agit  ne  sont 
point  commensurables  entre  elles,  ce  qui  arrive  le  plus 
généralement,  le  pôle  instantané  ne  peut  jamais  revenir 
en  un  point  qui  tombe  à  la  fois  au  même  lieu  dans  le  corps 
et  au  même  lieu  dans  Tespace  absolu. 
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Il  est  inutile  de  parler  du  cas  le  plus  simple  de  tous  y  de 
celui  où  l'ellipsoïde  central  du  corps  est  une  sphère  par- 
faite :  car,  de  quelque  manière  que  le  couple  soit  appli> 
que,  Taxe  de  la  rotation  et  celui  du  couple  se  confondent, 
et  le  pôle  instantané  reste  immobile  dans  le  corps  et  dans 
Tespace  absolu. 

Fïtesse  du  pôle ,  soit  pour  décrire  ces  deux  courbes ,  soii 
pour  s'approcher  ou  s'éloigner  du  centre,  soit  pour  cir- 
culer autour  de  V axe  fixe  du  couple ,  etc. 

Après  avoir  examiné  la  nature  de  ces  deux  courbes 
décrites  par  le  pôle ,  et  dont  Téquation  différentielle  est 
la  même  entre  l'arc  et  le  rayon  vecteur  émané  du  centre 
de  l'ellipsoïde ,  on  peut  considérer  la  vitesse  avec  laquelle 
ce  pôle  instantané  décrit  à  la  fois  Tune  et  l'autre  ;  la 
vitesse  qu'il  a  pour  s'éloigner  ou  se  rapprocher  du 
centre ,  ce  qui  est  ia  fluxion  du  rayon  vecteur ,  et , 
par  conséquent ,  de  la  vitesse  angulaire  de  rotation  ;  on 
peut  chercher  le  mouvement  angulaire  du  pôle  autour  de 
l'axe  û\.e  du  couple  d'impulsion ,  etc.  Il  est  donc  facile  de 
déterminer  les  points  remarquables  où  ces  différentes 
vitesses  passent  à  leur  maximum  ou  minimum  ;  et  c'est  ce 
qui  arrive  aux  sommets  alternatifs  des  ondes  de  Therpo- 
lodie. 

On  pourra  simplifier  ensuite  Téquation  de  l'herpolodie , 
en  la  rapportant  à  un  rayon  vecteur  émané  de  son  propre 
centre ,  pris  dans  le  plan  même  de  la  courbe ,  et  à  Tangle 
que  ce  rayon  décrit  autour  du  même  centre,  etc.,  etc. 
Et  toutes  ces  expressions  n'auront  aucune  difficulté. 
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Détermination  du  lieu  où  le  corps  arrive  au  bout  d'un 
temps  donné. 

Enfin ,  si  l'on  veut  trouver  les  formules  par  lesquelles 
on  puisse  calculer  le  Heu  du  corps  au  bout  d'un  temps 
donné ,  on  commencera  par  déterminer  la  vitesse  angu- 
laire de  rotation  en  fonction  da  temps,  ce  qui  se  fera  par 
une  première  intégration,  et  donnera  le  lieu  du  pôle 
instantané  à  la  surface  de  Tellipsoide  central.  Ensuite  on 
intégrera  l'équation  précédente  de  Therpolodie,  ce  qui 
donnera  le  lieu  du  pôle  sur  le  plan  fixe  du  couple.  Et 
par  ces  deux  quadratures,  qui  se  rapportent  naturelle- 
mentaux  transcendantes  elliptiques  j  on  pourra  dire  que 
le  problème  proposé  est  entièrement  résolu  ;  je  veux  dire 
qu'on  sera  en  état  d'assigner  actuellement  le  lieu  de  VeS' 
pace  ou  doit  se  trouver  le  corps  au  bout  d'un  temps  quel" 
conque  donné.  En  effet ,  on  n'aura  qu'à  supposer  l'ellip- 
soïde mis  en  contact  avec  le  plan  ûxe ,  de  manière  qu'il 
touche  par  le  point  qu'on  vient  de  déterminer  à  sa  sur- 
face ,  et  au  point  qu'on  vient  de  déterminer  sur  le  plan 
dont  il  s'agit  ;  et  par  cette  opération ,  l'ellipsoïde  central , 
et ,  par  conséquent ,  le  corps  lui-même  se  trouvera  posé 
dans  le  lieu  précis  de  l'espace  où  il  arrive  par  son  mouve- 
ment naturel  au  bout  du  temps  donné. 

On  peut  varier  ces  déterminations  de  plusieurs  manières, 
en  prenant  d'autres  inconnues  relatives  à  la  position  du 
corps;  mais,  quelles  que  soient  les  coordgnnées  qu^on 
emploie,  l'expression  de  ces  quantités  en  fonction  du  temps 
demandera  toujours  deux  intégrations  qui  dépendent  essen- 
tiellement des  transcendantes  elliptiques. 

Dans  le  cas  singulier  où  la  hauteur  du  centre  au-dessus 


DE   LA    ROTATION   DES   CORPS.  Sig 

du  plan  fixe  est  égal  au  rayon  moyen  de  Pellipsoïde,  et  où, 
par  conséquent^  la  polodie  devient  une  simple  ellipse^  et 
l'herpolodie  une  spirale,  la  difficulté  s'abaisse;  tout  se 
réduit  aux  règles  ordinaires ,  et  ne  dépend  que  des  expo- 
nentielles ou  des  logarithmes. 

Enfin ,  pour  tous  les  corps  où  Tellipsoïde  central  est 
de  révolution ,  et  où ,  par  conséquent ,  tout  devient  uni- 
forme et  circiiljiire ,  on  n*a  besoin  d'aucune  int^ration 
pour  déterminer  le  lieu  du  corps  au  bout  d'un  temps 
donné. 

Propriétés  des  trois  axes  principaux  du  corps ,  relatives  à 
la  stabilité  de  la  rotation. 

Quand  le  plan  du  couple  d'impulsion  est  tel  que  le 
pôle  instantané  tombe  sur  l'un  des  pôles  principaux  de 
Pellipsoïde  central ,  il  y  reste  toujours  ;  de  manière  que 
Vatxe  instantané,  l'axe  du  corps  et  celui  du  couple  ne 
cessent  de  se  confondre  en  une  seule  et  même  droite  im- 
mobile dans  tout  le  cours  du  mouvement.  Les  axes  prin- 
cipaux du  corps  sont  donc  tous  trois  des  axes  permanents 
de  rotation  ;  mats  il  y  a  entre  eux ,  comme  on  le  sait,  une 
différence  remarquable  sous  le  point  de  vue  de  la  stabi- 
lité que  chacun  de  ces  axes  peut  offrir  dans  la  rotation  du 
corps. 

Si  le  pôle  instantané  tombe  actuellement  au  pôle  ma  - 
jeur  ou  au  pôle  mineur  àe  rellipsoïde,  et  que  par  l'impul- 
sion de  quelque  petit  couple  étranger,  il  vienne  à  en 
être  écarté  à  une  petite  distance,  il  ne  s'en  éloignera 
guère  davantage,  parce  qu'il  décrira  sa  polodie  autour 
de  ce  pôle  même  du  corps  d'où  il  a  été  écarté.  Mais  il 
n'en  est  pas  de  même  quand  le  pôle  instantané-  tombe  au 
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pôle  moyen  de  Tellipsoïde  ;  car,  pour  peu  qu'on  le  dé- 
range, il  s'en  éloignera  davantage,  s'en  allant  alors  dé- 
.  crire  sa  polodie ,  soit  autour  du  pôle  majeur,  soit  autour 
du  pôle  mineur,  selon  que  ce  dérangement  accidentel 
du  pôle  instantané  aura  fait  augmenter  ou  diminuer  la 
distance  du  plan  tangent  du  couple  au  centre  de  l'ellip- 
soïde. Et  si  ce  dérangement  est  tel  que  cette  distance  n'ait 
pas  varié,  ce  qui  arrive  à  la  surface  le  long  de  deux 
ellipses  singulières  qui  se  croisent  au  pôle  moyen  ^  le  pôle 
instantané  ira  décrire  l'ellipse  singulière  sur  laquelle  on 
Taura  porté,  ou  plutôt  la  moitié  de  cette  ellipse,  pour 
aller  retomber  sur  le  pôle  moyen  opposé  de  l'ellipsoïde , 
ce  qui  est  le  plus  grand  dérangement  qui  puisse  arriver 
au  corps  :  ou  bien ,  si  le  pôle  instantané  était  porté  sur 
l'autre  moitié  de  la  même  ellipse ,  il  reviendrait  aussitôt 
au  pôle  moyen  d'où  il  est  parti,  ce  qui  est  le  plus  petit 
dérangement  possible  de  la  rotation  du  corps.  Il  y  a  donc 
ici  un  cas  unique  où  Taxe  instantané  de  rotation ,  étant 
écarté  de  \axe  moyen  où  il  était  d'abord  ,  non-seulement 
ne  s'en  éloigne  pas  davantage,  mais  même  s'en  rap* 
proche  aussitôt,  et  de  plus  près  que  tout  ce  qu'on  vou- 
dra. Mais,  dans  tous  les  autres  cas,  il  va  décrire  un  cône 
elliptique,  soit  autour  de  l'axe  majeur,  soit  autour  de 
l'axe  nïineur,  ou  tracer  le  plan  de  l'une  ou  de  l'autre  des 
deux  ellipses  singulières  dont  j'ai  parlé  :  et  l'on  peut  dire 
que  la  rotation  du  corps  autour  de  son  axe  moyen  n'a 
point  de  stabilité. 

La  rotation  n'est  donc  stable  qu'autour  de  l'axe  du 
plus  grand  ou  du  plus  petit  moment  d'inertie  du  corps  : 
mais  il  n'en  faut  pas  conclure  qu'elle  soit  également 
stable  pour  ces  deux  axes;  car,  si  l'un  d'eux  diffère  peu 
de  l'axe  moyen ,  il  n'aura  guère  plus  de  stabilité  que 
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l'axe  moyen  lui-même,  comme  on  va  le  voir   tout  à 
rheure. 

De  ce  qui  fait  la  mesure  de  la  stabilité  pour  chacun  des 
deux" axes  extrêmes  de  l'ellipsoïde  central. 

Pour  se  faire  une  idée  nette  de  cette  stabilité ,  et  de  ce 
qui  en  fait  en  quelque  sorte  la  mesure  pour  chacun  de 
ces  deux  axes,  imaginez  la  surface  de  Tellipsoïde  comme 
coupée  en  quatre  parties  ou  fuseaux  elliptiques  par  les 
deux  ellipses  que  j'ai  considérées  et  dont  les  plans  se  cou- 
pent suivant  Taxe  moyen.  Le  pôle  moyen  est  donc  à  l'in- 
tersection de  ces  deux  ellipses;  le  pôle  majeur  est  au 
centre  de  l'un  des  deux  fuseaux,  et  le  pôle  mineur  au 
centre  du  fuseau  supplémentaire. 

Or,  en  premier  lieu ,  si  le  pôle  instantané  de  la  rota- 
tion tombe  au  pôle  moyen  de  Tellipsoîde ,  il  est  clair  que , 
pour  peu  qu'on  le  déplace,  il  va  tomber  dans  1* un  on 
l'autre  des  deux  fuseaux  dont  il  s*agit ,  et  décrire  son  orbe 
ou  sa  polodie  autour  de  l'un  ou  de  l'autre  pôle  principal 
de  l'ellipsoïde  :  ou  bien,  si  on  le  déplace  sur  une  des 
deux  ellipses  mêmes ,  il  va  décrire  la  moitié  de  cette  ellipse 
pour  retomber  sur  le  pôle  moyen  opposé;  ou,  s'il  est 
porté  sur  l'autre  moitié  de  la  même  ellipse,  il  revient 
aussitôt  au  pôle  moyen  même  d'où  on  l'a  écarté.  D'où  il 
résulte,  comme  on  l'a  dit  ci-dessus,  que,  hors  de  ce  cas 
unique  de  déplacement,  l'axe  moyen  du  corps  n'a  aucime 
stabilité. 

Actuellement ,  si  le  pôle  instantané  tombe  sur  le  pôle 
majeur  de  l'ellipsoïde,  il  peut  être  déplacé,  comme  on 
voudra,  dans  toute  l'étendue  du  fuseau  environnant,  sans 
cesser  de  décrire  sa  polodie  autour  du  même  pôle  majeur  ; 
et  si  c'est  en  cela  qu'on  fait  consister  la  stabilité  de  l'axe 
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majeur,  on  peut  dire  que  la  grandeur  de  ce  fuseau  en  est  en 
quelque  sorte  la  mesure.  Et  l'on  voit  de  même  que  l'éten- 
due du  fuseau  supplémentaire  est  la  mesure.de  la  stabilité 
de  la  rotation  autour  de  Taxe  mineur.  Or,  si  Tun  de  ces 
deux  axes  diffère  peu  de  Taxe  moyen ,  le  fuseau  qui  lui 
répond  est  très-petit,  et  le  fuseau  supplémentaire  est 
très-grand.  L*axe  peu  différent  de  Taxe  moyen  a  donc 
très-peu  de  stabilité ,  et  Tautre  axe  en  a  beaucoup.  Il  n*est 
donc  point  exact  de  dire,  comme  on  le  fait  d'ordinaire, 
que  si  Taxe  instantané  est  un  peu  écarté  de  l'axe  principal 
qui  répond  au  plus  petit,  ou  au  plus  grand  moment  d'i- 
nertie du  corps ^  il  s'en  éloigne  très-peu  et  ne  £aiit  que  de 
petites  oscillations  pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 
Car  si  le  moment  d'inertie  relatif  à  cet  axe  diffère  peu  du 
moment  moyen ,  le  pôle  instantané ,  par  un  petit  dérange- 
ment ,  peut  sortir  du  petit  fuseau  où  il  est  actuellement, 
pour  tomber  dans  le  fuseau  voisin  et  y  aller  décrire  sa  po- 
lodie  autour  de  l'autre  axe  ;  ou  même ,  s*il  n'est  déplacé 
que  dans  l'intérieur  du  petit  fuseau  qui  lui  répond ,  il  peut 
y  décrire  une  polodie  étroite  et  fort  allongée ,  et ,  par 
conséquent ,  faire  de  très-grandes  oscillations  autour  du 
pôle  principal  d'où  on  l'a  écarté. 

Dans  les  corps  où  l'un  des  moments  extrêmes  dUnertîe 
diffère  peu  du  moment  moyen,  et,  par  conséquent ,  où 
l'ellipsoïde  central  du  corps  est  presque  de  révolution 
autour  de  l'un  de  ses  axes ,  la  stabilité  de  la  rotation  n'est 
donc  vraiment  assurée  que  pour  cet  axe.  C'est  le  cas  de 
la  Terre ,  dont  la  rotation  est  très-stable  autour  de  son  axe 
actuel,  et  le  serait  très -peu  autour  du  troisième  axe  qui, 
comme  on  le  sait ,  diffère  très-peu  de  l'axe  moyen. 
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Mouvement  des  axes  principaux  du  corps  dans  l'espace 
absolu, 

INous  avons  considéré  le  mouvement  du  pôle  instantané 
de  rotation ,  et  dans  le  corps,  et  dans  l'espace  :  mais  on 
pourrait  demander  quels  sont  les  mouvements  des  pôles 
mêmes  de  Pellipsoïde  central  ;  leurs  vitesses  pour  circuler 
autour  de  Taxe  fixe  du  couple  d'impulsion ,  pour  s'abaisser 
ou  se  relever  sur  le  plan  perpendiculaire  à  cet  axe ,  ce  qui 
donne  leurs  mouvements  naturels  àe  précession  et  de  nata- 
tion. On  peut  examiner  la  nature  et  les  propriétés  des 
trois  courbes  y  ou  hfrpolodiesy  que  les  projections  de  ces 
trois  pôles  principaux  tracent  en  même  temps  sur  le  plan 
fixe ,  etc.,  etc.,  et  Ton  trouvera  de  la  manière  la  plus  fa- 
cile beaucoup  de  propriétés  curieuses  sur  le  mouvement 
des  corps. 

Et  par  exemple,  je  suppose  qu'on  prenne,  sur  les  trois 
axes  principaux  du  corps  y  et  à  partir  du  centre,  trois 
lignes  de  même  longueur;  si  y  pendant  le  mouvement  du 
corpsy  on  regarde  les  trois  secteurs  que  leurs  projections 
décrivent  sur  le  plan  du  couple  y  on  trouvera  que  la  somme 
de  ces  trois  aires  variables  est  proportionnelle  au  temps. 

Que  si,  au  lieu  de  prendre,  sur  les  axes  principaux , 
trois  lignes  égales,  on  prend  trois  lignes  proportionnelles 
aux  racines  carrées  des  moments  d'inertie,  ou  à  ce  que  Je 
nomme  les  bras  de  l'iwbrtie  du  corps  autour  des  mêmes 
axes  y  on  trouvera  que  la  somme  des  aires  tracées  par  les 
projections  de  ces  lignes  inégales  est  aussi  proportionnelle 
au  temps. 

Théorèmes  simples  et  en  quelque  sorte  géométriques, 
qu'il  faut  distinguer  du  théorème  dynamique  sur  les  aires 
I  racées  par  tous  les  rayons  vecteurs  menés  aux  moIé- 
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cules  du  corps,  quoiqu'il  soit  facile  de  rapprocher  ces 
expressions ,  qui  viennent  au  fond  du  même  principe. 

On  trouvera  des  théorèmes  analogues  relatifs  aux  mou- 
vements de  natation  des  trois  axes  principaux  du  corps , 
vers  le  plan  fixe  du  couple  d'impulsion.  Et  en  effet,  si 
Von  considère  les  trois  pôles  principaux  de  l'ellipsoïde  cen- 
traly  on  verra  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  distances 
à  l'axe  du  couple  est  constante; 

Et  que  la  somme  de  ces  carrés  multipliés  respectivement 
par  les  moments  d'inertie  du  corps  est  aussi  constante  dans 
tout  le  cours  du  mouvement. 

Enfin ,  si  Ton  considère  les  courbes  décrites  par  les  pro- 
jections de  ces  pôles  sur  le  même  plan  fixe ,  on  verra  que 
ces  courbes  sont  du  même  genre  que  Therpolodie  décrite 
par  le  pôle  instantané  de  rotation. 

Dans  le  cas  général,  celui  des  deux  pôles,  majeur  ou 
mineur,  qui  fait  le  centre  de  la  polodie ,  décrit  une  courbe 
qui  forme ,  comme  Fherpolodie ,  des  ondes  égales  et  régu- 
lières autour  du  même  centre.  Les  sommets  supérieurs  de 
Tune  répondent  aux  sommets  supérieurs  de  l'autre,  et 
les  inférieurs  aux  inférieurs.  Pendant  ce  temps,  les  deux 
autres  pôles  décrivent  aussi  des  courbes  régulièrement 
ondulées  :  mais,  quand  l'un  passe  aux  sommets  supérieurs 
de  sa  courbe ,  l'autre  passe  aux  sommets  inférieurs  de  la 
sienne  ;  et  cela ,  à  un  angle  droit  de  distance  Tun  de 
l'autre. 

Dans  le  cas  singulier  où  la  polodie  est  une  ellipse  et 
l'herpolodie  une  spirale,  le  pôle  moyen  du  corps  décrit 
aussi  une  spirale  qui  va  sans  cesse  en  se  rapprochant  du 
centre,  et  de  plus  près  que  tout  ce  qu'on  voudra,  sans 
pouvoir  jamais  l'atteindre  :  les  deux  autres  pôles  décrivent 
aussi  des  spirales,  mais  en  quelque  sorte  d'une  autre 
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espèce;  car  chacune  de  ces  spirales,  au  Heu  de  s'appro- 
cher du  centre  y  s'en  éloigne  depuis  une  certaine  distance 
minimum  jusqu'à  une  distance  maximum  qu^elle  ne  peut 
jamais  atteindre;  de  sorte  qu'elle  va  sans  cesse  en  s*épa- 
nouissant  vers  une  circonférence  de  cercle  qui  en  est 
comme  Tasymptote. 

On  peut  faire  encore  une  remarque  curieuse  sur  ce  cas 
singulier  du  mouvement  des  corps  :  c'est  qu'il  y  a  dans  le 
plan  moyen  de  l'ellipsoïde  central  un  certain  diamètre 
qui  a  cette  propriété  remarquable  de  rester  toujours  per- 
pendiculaire à  l'axe  fixe  du  couple  d'impulsion,  de  dé- 
crire ainsi  le  plan  même  de  ce  couple ,  et  de  le  décrire 
d'un  mouvement  uniforme  ;  de  sorte  que  tout  le  mouve^ 
ment  du  corps  consiste  à  tourner  sur  ce  diamètre  singulier 
avec  une  vitesse  variable,  tandis  que  ce  diamètre  décrit 
uniformément  un  cercle  dans  l'espace. 

Quand  l'ellipsoïde  central  est  de  révolution,  le  pôle  de 
la  figure  décrit  un  cercle,  comme  le  pôle  instantané.  Dans 
ce  cas,  il  n'y  a,  à  proprement  parler,  d'autre  pôle  que 
celui  qui  fait  l'extrémité  de  l'axe  du  sphéroïde  :  mais  si 
l'on  voulait  en  marquer  arbitrairement  deux  autres  sur 
réquateur,  à  un  angle  droit  de  distance ,  et  considérer  les 
deux  courbes  que  leurs  projections  décrivent ,  on  aurait 
deux  courbes  parfaitement  égales,  mais  non  point  circu- 
laires :  ce  seraient  deux  herpolodies  égales  autour  du 
même  centre,  et  dont  les  sommets  de  noms  différents 
seraient  toujours  à  un  angle  droit  de  distance  Tun  de 
l'autre. 

Nous  aurions  encore  à  présenter  de  nouvelles  proprié- 
tés et  de  nouvelles  images  de  la  rotation  des  corps*  Et 
par  exemple ,  il  est  aisé  de  voir  que  ce  mouvement  est  de 
telle  nature ,  que  Vellipsoïde  central  se  trouve  coupé  sans 
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cesse  par  le  plan  fixe  du  couple  d'impulsion  suivant  une 
ellipse  dont  la  forme  varie ^  mais  dont  la  surface  demeure 
constante  dans  tout  le  cours  du  mouvement. 

De  sorte  que ,  si  Ton  se  représentait  l'ellipsoïde  central 
du  corps  comme  plongé  dans  un  fluide  sans  résistance  ^ 
dont  ce  plan  fixe  serait  le  niveau ,  on  pourrait  dire  que , 
pendant  le  mouvement  du  corps ,  la  section  }^  fleur  d'eau 
reste  toujours  de  même  grandeur. 

Et  de  là  on  peut  passer  à  une  nouvelle  image  du  mou- 
vement du  corps,  et  le  représenter  par  celui  d'un  cône 
elliptique  qui  roule  sur  le  plan  même  du  couple  d'impul- 
sion avec  une  vitesse  variable^  et  qui  glisse  sur  ce  plan 
avec  une  vitesse  uniforme;  etc.,  etc.  Mais  toutes  ces  pro- 
priétés seront  développées  dans  le  Mémoire. 

On  voit  combien  ces  images  éclaircissent  et  rectifient 
les  idées ,  même  dans  les  points  les  plus  élémentaires  de 
la  théorie  de  la  rotation  des  corps.  Ceux  qui  cultivent  la 
géométrie  des  surfaces  du  second  ordre  en  tireront  sans 
peine  une  foule  de  propriétés  curieuses  sur  ce  mouve  - 
ment;  car  chaque  proposition  de  Géométrie  pourra  leur 
donner  un  théorème  correspondant  en  Dynamique.  Mais 
le  grand  avantage  de  nos  principes  est  d'offrir  des  dé- 
monstrations faciles  de  ces  mouvements  de  précession  et 
de  nutation  des  équateurs  des  corps  célestes,  du  mouve- 
ment des  nœuds  de  leurs  orbites ,  etc.  ;  de  simplifier  ainsi, 
et  quelquefois  de  rectifier  ces  théories  difficiles ,  comme 
on  en  a  déjà  vu  up  exemple  dans  la  détermination  de  ce 
plan  unique  et  invariable  des  aires  que  j'ai  nommé  Véqua- 
teur  du  système  du  Monde. 
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